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Bab 1

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Indonesia sebagai negara yang sedang berkembang,
permasalahan kesehatan masih menjadi hal penting untuk
mendapat perhatian yang serius. Khususnya, permasalahan
penyakit menular karena di Indonesia sendiri penyakit menular
yang terjadi hingga akhir 2017 dan masih jadi perbincangan hangat
masyarakat adalah difteri. Meskipun terkesan seperti flu atau
demam biasa, difteri nyatanya memiliki tingkat kematian yang
tinggi dan dapat menular secara cepat.

Penyakit yang cukup menyita perhatian dan telah memakan
korban tersebut bisa dicegah dengan imunisasi sebagai tindakan
preventif (pencegahan). Imunisasi bisa dilakukan sejak anak
berusia 2, 3, dan 4 bulan. Kemudian untuk meningkatkan
antibodinya lagi bisa diulangi lagi saat anak berusia 2 tahun, 5
tahun, dan usia sekolah dasar.

Penyakit menular yang pernah mewabah di Indonesia
seperti penyakit SARS, flu burung, flu babi dan penyebaran yang
lebis serius tersebar melalui kontak seksual, misalnya TB paru,
demam berdarah, HIV, dan yang disebarkan dengan paparan darah
yang terinfeksi, yaitu Hepatitis B serta yang sedang mewabah akhir
2017 yaitu flu singapura. Utuk itu cara mencegah penyakit menular
yang disebarkan oleh virus biasanya bisa dengan pemberian
vaksin.

Menurut World Health Organization (WHO) tahun 2013
terbanyak di dunia dan Indonesia merupakan negara tertinggi
kedua setelah India dan selalu mengalami peningkatan tiap
tahunnya. Berdasarkan data dari WHO, penyebaran penyakit



difteri dapat ditekan dengan program vaksinasi. Sampai saat ini,
program vaksinasi masih dipercaya sebagai cara yang paling
efektif dalam menekan penyebaran penyakit difteri. Salah satu
cabang dari ilmu matematika modern yang penting dan
mempunyai cakupan wilayah penelitian yang luas adalah
persamaan diferensial.

Persamaan diferensial merupakan cabang dari matematika
yang cukup strategis karena berkaitan dengan bagian-bagian
sentral dalam Aljabar, Analisis, Geometris, dan lainnya yang akan
sangat berperan dalam pengenalan konsep maupun pemecahan
masalah yang berkaitan dengan dunia nyata (Waluya, 2006).
Model matematika diharapkan dapat memberikan pemahaman
tentang dinamika epidemi dan dapat pula digunakan sebagai dasar
membuat keputusan mengenai kebijakan yang berkaitan dengan
kesehatan masyarakat, baik untuk mengurangi kemungkinan
penyebaran wabah maupun menghentikan infeksi.

Model yang akan diselidiki pada penelitian ini didasarkan
pada model mean-field baku. Parameter utama yang menjadi
ukuran untuk pengendalian epidemi yang dikenal dengan basic
reproductive number dengan model mean-field akan diselidiki
secara lebih detil dalam rangka pengembangan model. Model
modifikasi mean-field yang dihasilkan pada hakekatnya
mengandung secara tersirat beberapa efek penting dari
pencampuran heterogen dalam jaringan kontak pada epidemi
untuk pengalokasian vaksin.

1.2. Rumusan Masalah

Penelitian ini terfokus pada model epidemi penyakit
menular khususnya pada penyakit flu singapura, untuk populasi
yang bersifat heterogen. Model ini diajukan mengingat
karakteristik individu dalam sebuah populasi berbeda (tidak
homogen). Disini, populasi terpapar heterogen dalam berbagai
cara antara lain dapat dipandang dari individu yang berinteraksi
sosial aktif dengan individu lainnya, individu yang secara relative
tidak aktif berinteraksi dengan individu lainnya pada suatu waktu.
Model yang akan diselidiki pada penelitian ini didasarkan pada
model mean-field baku. Parameter utama yang menjadi ukuran



untuk pengendalian epidemik yang dikenal dengan basic
reproductive number dengan model mean-field akan diselidiki
secara lebih detil dalam rangka pengembangan model struktur
jaringan dinamis dalam penyebaran penyakit menular untuk
pengalokasian vaksin.

1.3. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan membangun model penyebaran
penyakit menular dalam jaringan dinamis tipe SIRS untuk populasi
yang bersifat heterogen. Model yang akan dibangun dengan
menggunakan kerangka dasar model matematika yang untuk
menyelidiki sebuah parameter yang dikenal sebagai basic
reproductive number secara detail, khususnya apabila asumsi dasar
dari model, pencampuran populasi homogen, tidak berlaku. Dalam
model SIRS, parameter ini memiliki peran yang sangat penting
sebagai pemberitahuan adanya wabah penyakit.

1.4. Manfaat / Kontribusi

Manfaat penelitian ini adalah untuk dapat memprediksi adanya
penyakit dengan kajian epidemiologi yang dapat diterapkan
didinas kesehatan dan instansi kesehatan lainnya dengan cara
simulasi. Dimana epidemiologi dapat menggambarkan distribusi
penyakit, yaitu mencari tahu siapa, berapa banyak, dari apa,
dimana dan kapan suatu penyakit menyebar. Fungsi lainnya adalah
untuk mengidentifikasi penyebab atau faktor risiko dari suatu
penyakit, selanjutnya adalah untuk membangun dan menguiji teori
serta untuk membuat perencanaan, melaksanakan, mengevaluasi,
kontrol dan selanjutnya membuat program pencegahan.

Model matematika telah menjadi alat penting dalam menganalisis
penyebaran dan pengendalian penyakit menular yang dapat
menjelaskan asumsi, variabel, dan parameter. Model matematika
dan simulasi komputer adalah alat eksperimental yang berguna
untuk membangun dan pengujian teori-teori, menilaidugaan
kuantitatif, menjawab pertanyaan spesifikasi, menentukan
kepekaan terhadap perubahan nilai parameter, dan parameter kunci
dalam prediksi melalui data. Memahami karakteristik transmisi
dari penularan penyakit pada masyarakat, daerah dan Negara dapat



mempermudah mengadakan pendekatan untuk mengurangi
penularan penyakit. Model matematis yang digunakan dalam
membandingkan, merencanakan, melaksanakan, mengevaluasi,
dan mengoptimalkan berbagai program deteksi, pencegahan, terapi
dan kontrol. Pemodelan epidemiologi dapat berkontribusi pada
desain dan analisis epidemiologi.



Bab 2

LANDASAN TEORI

2.1. Model Epidemi Deterministik (Populasi Tertutup)

Kajian tentang keterjadian (mewabahnya) penyakit
disebut epidemiologi. Suatu epidemik merupakan mewabahnya
suatu penyakit dalam waktu singkat. Suatu penyakit disebut
endemi jika penyakit bertahan dalam suatu populasi. Jadi model
epedemi dipakai untuk mendeskripsikan wabah cepat yang terjadi
dalam waktu cukup singkat, sedangkan model endemi
dipakai untuk mempelajari penyakit pada periode waktu lebih
panjang, selama terdapat penambahan yang rentan arena adanya
kelainan atau penyembuhan dari imunitas, sementara
penyebaran penyakit menular melibatkan tidak hanya faktor
terkait penyakit, misalnya agen penular, moda transmisi, periode
laten, periode penularan, kerentanan dan daya tahan, tapi juga
faktor sosial, budaya, demografi, ekonomi dan geografi. Tiga
model dasar yang diberikan berikut ini merupakan prototipe
sederhana dari tiga tipe, berbeda model epidemiologi. Model
umun yang dibicarakan berikut mengikut sertakan lebih banyak
faktor dari yang disebutkan diatas. Model epidemi deterministik
dengan populasi tertutup merupakan pemodelan matematika
dalam epidemi yang tidak memperhitungka adanya migrasi
populasi dalam model.

2.2 Model epidemi SI

Model matematika dalam epidemiolgi yang paling
sederhana  dikenal dengan Ross Epidemic Model atau Sl yang
dikembangkan pada tahun 1911. Pada model SI, populasi dibagi
menjadi dua bagian (subkelompok) yaitu populasi yang rentan
(susceptible = S) terhadap penularan penyakit dan populasi yang
terinfeksi (infectious =1) terhadap suatu penyakit. Asumsi yang
digunakan dalam model ini adalah: bahwa populasi yang rentan tetap



kontak berdekatan dengan populasi yang terinfeksi sepanjang
waktu t > 0, jumlah populasi konstan sebesar N dengan N = (S(t) +
I(t)) dimana S dan | saling ekskusif dan pencampuran populasi secara
homogen sehingga setiap individu memiliki peluang yang sama
terjadinya infeksi. Jika B > 0 merupakan Kkonstanta rata-rata
(proporsi) kontak subkelompok yang menghasilan infeksi baru
persatuan waktu dari keadaan semula yaitu rentan (atau disebut juga
konstanta laju transmisi).

2.3 Model epidemi SIS

Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah: bahwa populasi
yang rentan tetap kontak berdekatan dengan populasi yang
terinfeksi sepanjang waktut > 0, jumlah populasi konstan sebesar
N dengan N = (S(t) + I(t)) dimana S dan | saling ekskusif dan
pencampuran populasi secara homogen sehingga setiap individu
memiliki peluang yang sama terjadinya infeksi. Akan tetapi
jumlah atau ukuran populasi yang terinfeksi dapat berkurang
seiring adanya perpindahan individu yang terinfeksi berubah
status menjadi rentan kembali persatuan waktu dengan proporsi
O.

2.4 Model epidemi SIR

Model SIR merupakan dasar bagi sebagian besar model
deterministik yang masih digunakan sampai saat ini. Model ini
pertama kali dikembangkan oleh Kermack dan McKendrik pada
tahun 1927. Model SIR memiliki struktur dan asumsi yang sama
dengan model Sl, perluasannya adalah bahwa pada model SIR
dimungkinkan populasi/anggota masyarakat yang terinfeksi
untuk sembuh serta total populasi yang berjumlah N dibagi
menjadi tiga subkelompok yang saling eksklusif; subkelompok
rentan  (Susceptibles)  disimbolkan  S(t),  subkelompok
infeksi/tertular (Infektives) disimbolkan I(t) dan subkelompok
yang pindah (Removed) disimbolkan R(t). R(t) mewakili
individu yang meninggal karena penyakit, sembuh dari infeksi



dan sekarang memiliki kekebalan tubuh yang tetap atau individu
yang sudah diasingkan dari sisa populasi. Jadi pada subkelompok
terakhir ini, tidak lagi berkontribusi pada penyebaran penyakit /
epidemi. Akan tetapi masih tetap dipertahankan sebagai anggota
total populasi sebesar N meskipun ada kemungkinan diantaranya
ada yang sudah meninggal dunia.

Pada model ini iasumsikan juga bahwa individu yang
masuk pada R(t) tidak dapat kembali terinfeksi. Dengan asumsi
bahwa a adalah konstanta proporsi dari keadaan individu terinfeksi
selanjutnya menjadi removed persatuan waktu. Maka dengan
demikian model persamaan diferensial yang mewakili tingkat
perubahan populasi yang rentan persatuan waktu tetap seperti pada
model SI, seperti pada persamaan (3). Hal ini dikarenakan
tidak ada transfer langsung dari individu-individu dari
subkelompok rentan terhadap subkelompok yang pindah. Namun
model persamaan diferensial dari subkelompok tertular perlu
dimodifikasi untuk memperhitungkan jumlahinvidu yang tertular
dan sembuh/pulih.
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METODOLOGI PENELITIAN

3.1 METODE PENELITIAN

Penelitian dengan judul model penyebaran penyakit menular untuk
pengalokasian vaksin adalah sebagai berikut:

1. Menentukan asumsi dan mendefinisikan parameter yang
digunakan pada model SIR dengan asumsi adanya vaksinasi

2. Menggambar diagram transfer untuk membentuk model
matematika. Diagram transfer berfungsi untuk membentuk
sistem persamaan differensialnya.

3. Menyelesaikan sistem persamaan differensial.

4. Mencari titik ekuilibrium model. Titik ekuilibrium yang akan
dicari adalah titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik
ekuilibrium endemik penyakit.

5. Menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium. Setelah titik
ekuilibrium diperoleh, maka diselidiki kestabilan dari titik
kesetimbangan bebas penyakit dan endemik penyakit. Untuk
menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium dilakukan
linearisasi pada sistem dengan menentukan matriks Jacobian
di titik ekuilibrium. Kemudian dengan menggunakan definisi
polinomial karakteristik diperoleh nilai eigen dari matriks dan
ditentukan sifat kestabilannya.

6. Menginterpretasikan hasil yang diperoleh untuk mengetahui
jumlah individu yang harus divaksinasi agar tidak terjadi
endemik penyakit.



7. Mensimulasikan model dengan mendefinisikan nilai
parameter dan digambarkan dengan menggunakan software
MATLAB dan mengambil data yang sudah ada di puskesmas
di kota Medan.

3.2 PEMODELAN PENYEBARAN PENYAKIT

Dalam bagian ini disajikan secara ringkas tipologi dari
model infeksi penyakit yang di dasarkan pada rute transmisi. Rute
transmisi infeksi penyakit dapat digambarkan dalam bentuk pola
kompartemen seperti terlihat pada Gambar 1.

SIR A r

SIS s w1
» 7
r
SEIR S % E [° 1 "= R
SEIS S wl E [ I
>
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PEMBAHASAN DAN HASIL

4.1 Model Epidemi SlI

Model matematika dalam epidemiolgi yang paling
sederhana dikenal dengan Ross’Epidemic Model atau SI yang
dikembangkan pada tahun 1911. Pada model Sl, populasi dibagi
menjadi dua bagian (subkelompok) yaitu populasi yang rentan
(susceptible=S) terhadap penularan penyakit dan populasi yang
terinfeksi (infectious = I) terhadap suatu penyakit. Pada Gambar 1
model ini sama seperti SIR namun tanpa adanya kompartemen R.

Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah: bahwa
populasi yang rentan tetap kontak berdekatan dengan populasi
yang terinfeksi sepanjang waktu t > 0, jumlah populasi konstan
sebesar N dengan N = (S(t) + I (t) ) dimana S dan | saling ekskusif
dan pencampuran populasi secara homogen sehingga setiap
individu memiliki peluang yang sama terjadinya infeksi.

Jika g >0 merupakan konstanta rata-rata (proporsi) kontak
subkelompok yang menghasilan infeksi baru persatuan waktudari
keadaan semula yaitu rentan (atau disebut juga konstanta laju
transmis). Selanjutnya dengan menggunakan menggunakan law of
Mass action didapatl Model SI dapat digambarkan seperti:

L8 =~ psOI©) (1)
dan
2O — ps)I(r) @

selanjutnya ditulis:

10



= —psI (3)

ar
= BS1 (4)
dengan kondisi awal S(0) =So dan I(0) = lo.

Pada model SI dapat dikatakan bahwa laju perubahan tertular
adalah positif, jadi jumlah individu tertular akan terus meningkat

sampai S(t) = 0.
Penyelesaian model Sl ini, dengan mengubah persamaan (4)
menjadi :

dl
P BN — DI

Selanjutnya dengan pemisahan variabel dan diintegralkan dengan

batas dari 0 sampai t sebagai berikut: fll((ot)) - (Nl_l) dl = fotﬂdt

1(0)N
1(0)+ (N=1(0))e B Nt

didapat: I(t) =

atau ditulis: 1(t) :m

amati bahwa I(t) bertambah dengan meningkatnya t dan untuk t—
0, e PNt - 0

sehingga I(t) — I‘I’—N =N
0

Model terakhir ini menyatakan bahwa seiring dengan pertambahan
waktu, jumlah populasi terinfeksi akan meningkat yang pada
akhirnya semua populasi terinfeksi.

11



= U
/

/
4 S(t)

Gambar 1: Model SI dengan [ =0,1 dan nilai awal S(0) =10,
1(0)=0,1

4.2 Model Klasik ( SIR Model)

Model SIR merupakan dasar bagi sebagian besar model
deterministik yang masih digunakan sampai saat ini. Model ini
pertama kali dikembangkan oleh Kermack dan McKendrik pada
tahun 1927. Model SIR memiliki struktur dan asumsi yang sama
dengan model Sl, perluasannya adalah bahwa pada model SIR
dimungkinkan populasi/anggota masyarakat yang terinfeksi untuk
sembuh serta total populasi yang berjumlah N dibagi menjadi tiga
subkelompok vyang saling eksklusif; subkelompok rentan
(Susceptibles) disimbolkan S(t), subkelompok infeksi/tertular
disimbolkan I(t) dan subkelompok yang sembuh ( Recovered)
disimbolkan R(t). R(t) mewakili individu yang meninggal karena
penyakit, sembuh dari infeksi dan sekarang memiliki kekebalan
tubuh yang tetap atau individu yang sudah diasingkan dari sisa
populasi. Jadi pada subkelompok terakhir ini, mereka tidak lagi
berkontribusi pada penyebaran penyakit/epidemi. Akan tetapi
masih tetap dipertahankan sebagai anggota total populasi sebesar
N meskipun ada kemungkinan diantara mereka ada yang sudah
meninggal dunia. Pada model ini diasumsikan juga bahwa individu
yang masuk pada R(t) tidak dapat kembali terinfeksi. Dengan
asumsi bahwa o adalah konstanta proporsi dari keadaan individu
terinfeksi selanjutnya menjadi removed persatuan waktu.

Maka dengan demikian model persamaan diferensial yang
mewakili tingkat perubahan populasi yang rentan persatuan waktu
tetap seperti pada model SI, seperti pada persamaan (3). Hal ini
dikarenakan tidak ada transfer langsung dari individu-individu
dari subkelompok rentan terhadap subkelompok yang pindah.

12



Namun model persamaan diferensial dari subkelompok tertular
perlu dimodifikasi untuk memperhitungkan jumlah invidu yang
tertular dan sembuh/pulih. Ketika jumlah yang pindah sebanding
dengan jumlah yang tertular tiap satuan waktu, maka model
persamaan diferensialnya menjadi:

dl/dt = BSI — al

Sedangkan laju perubahan jumlah kepindahan tiap satuan waktu
adalah:

dR _

—=al
ac ¢

dengan kondisi awal: R(0) = Ro, sehingga model persamaan
diferensial yang lengkap yang merupakan model SIR adalah:

DS

E = —BSI
dl .
E = ﬂSI al (5)
dR
E =al,

dengan kondisi awal: S(0) = So, 1(0) = lp, R(0) = Ro dan S(t) + I(t)
+R(t) =N.

Model SIR diatas memiliki dua parameter o dan  Yyang
ditentukan dari hasil analisa data yang diobservasi. Rata-rata
penyembuhan al berhubungan dengan waktu tunggu

. 1
eksponensial “ waktu tunggu” ¢ “ dan - = rata-ratamasa tertular.
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Gambar 2: Model SIR dengan y= 0,2 p=0,1 dan nilai awal
S(0) =10, 1(0) =0,1 danR(0) =0
4.3 Model SIRS

Tidak semua penyakit berakibat pada kekebalan permanen atau
kematian. Beberapa penyakit memiliki masa penyembuhan dan
setelah waktunya individu yang sembuh tadi dapat tertular
kembali. Secara matematis hal ini memiliki arti suatu proporsi dari
subkelompok yang pindah persatuan waktu ( 4 = 0) kembali lagi
rentan. Sehingga model SIR dimodifikasi menjadi meodel SIRS
sebagai berikut:

DS

o> = —fSI + IR

== pSI—al (6)
R —al- IR

dt

dengan kondisi awal: S(0) = So, 1(0) = lo, R(0) = Ro dan S(t) + I(t)
+R(t) = N.
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Gambar 3: Model SIRS dengan a=0,2, p=0,1,A=0,2
dan nilai awal S(0) =10, I(0) =0,1 dan R(0) =0

4.4 KONSTRUKSI Ro
Basic Reproduction Number (Ro)

Ro yang biasanya di sebut dengan Basic Reproduction
Number merupakan angka rata-rata infeksi sekunder yang
dihasilkan ketika satu individu terinfeksi dimasukkan ke populasi
host/tuan rumah dimana setiap individu pada kondisi
rentan/susceptible. Pada kebanyakan model deterministik, suatu
infeksi dimulai secara penuh jika dan hanya jika Ro> 1, dan
sebailiknya jika Ro< 1 maka jumlah infeksi akan menurun dan pada
akhirnya akan punah. Jadi basic reproduction number sering
dipandang sebagai kuantitas ambang yang menetukan ketika
suatu infeksi dapat menyerang dan bertahan pada populasi host
yang baru.

Jika diasumsikan bahwa semua pasang individu memiliki kontak
pada saat yang sama sehingga menghasilkan individu yang
terinfeksi baru yaitu g,

Rata-rata laju individu yang terinfeksi memiliki kontak dengan

individu yang rentan selanjutnya individu yang rentan menjadi
tertular persatuan waktu yaitu o, a> 0.
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Konstruksi Ro pada model SIRS, yaitu:

i = BSI 1

g PSi-a
Pertumbuhan infeksi akan berlangsung bila S —al > 0 atau fSI
>ol

PS> o dengan S(0) =N maka ( BN/ a ) > 1. Maka dengan
demikian Ro= SN/ a

Persamaan Logistik dalam Epidemiologi

Persamaan logistik paling sering dibahas apabila kita mempelajari
dinamika populasi dengan kepadatan bergantung pada kelahiran
dan kematian.

4.5 Model Transmisi Gonorrhea

Pada model 1 dipelajari suatu model untuk dinamika transmisi
gonorrhea dalam populasi homosexually active. S (t) adalah semua
individu dengan seksual aktif tak terinfeksi, I(t) semua individu
aktif seksual aktif dari kelahiran dengan laju A dan tak ada dari
mereka yang terinfeksi, infeksi baru dengan laju B sehingga

banyaknya manusia yang terinfeksi adalah BS% , ada kematian

alami dari setiap subpopulasi yaitu sebanyak S untuk populasi
suspek, ul dan populasi terinfeksi, juga ada kesempatan dan
menjadi suspek lagi dengan laju yl. model dinamik transmisi
gonorrhea dalam sistem persamaan persamaan differensial adalah

B —uN-pSt-pus+yl M
B =BS—(uy)I

Titik kesetimbangan bebas gonorrhea T1 (So = N, lo = 0), dan titik

keseimbangan endemic adalah TolS, = & ;”),IO = N _Y)).
Syarat agar titik endemik ada apabil B-p-y>0=pB> +y <

£ 5 1. Berikut transformasi pers maan (1) ke per imaan

u+y
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logistik. Substansi S = N — | pada kompatemen persamaan (1) pada
kompartemen I, maka menjadi :

L =B D1 @+pI 0
Atau
=B~ I )
Atau
= =(B—(u+ M) <1 - —N(li,%y) %)
Atau
% - ('B B Rio) ! (1 N N(1I_Ri0> )

Dimana Ro = -~ Misalkan r = p (1 ——) dan K = N (1 — ),
u+y Ry Ry
maka menghasilkan persamaan logistik

%=rl(1—é) (6)

Jika Ro> 1 makar>0, K> 0,dan I — K <N. jika Ro< 1 makar <
0, K <0, dan I —0.

Penyederhanaan Model Transmisi Gonorrhea

Misalkan model epidemik SIS dengan variable ukuran populasi
(laju kelahiran berbeda dengan laju kematian) :

as I
E_bN_BSN-l'VI_.uS

(7)
= pS~—(u+nI

17



dN

Dari model ini diperoleh bahwa e —(S+I)—bN U=

bN —uN = (b—u)N =rN , dengan r = (b 1) dan solusinya
adalah N(t) = N(0) e". Jika dilakukan pengskalaan dengan
mempekenalkan variabel baru yaitu

S 1
x®=3570 =35 (8)

Turunan ke-t kedua ruas dari(8) adalah

dy _1dS S dN )

dt ~ Ndt N2dt

dy 1dl 1 dN
—= = 10
dt Ndt N2dt ( )

Dengan mensubstitusi ‘;—’;’ =N pada (7), (8), dan (9) — (10) dan
menggunakan kesamaan x@®+ y (@)= 1latau Z—Z =

_ ,menjadi
dt’ J

dx
o = by —Bxy +vyy

d (12)
—=Bxy—yy—by

Titik kesetimbangan persamaan (11) adalah T;(x, = 0,y0 =

0)dan T,(x, = y;b,yo =

1 _V%b = T, (X, = ,yo =1 —Rio) yang kedua dengan

substitusi y =1-y dlperoleh

d
d—}t]=ﬁxy—yy—by=(ﬁx—(y+b))y

=(BA-y») -G +Db)y
=y — (y +b) —By),
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Sehingga diperoleh

Z=(B-w+b)y (1 - +T>) (12)
Atau
2=5(1-12) (1~ ) -
Atau
%=ﬁ(1—é)y<1—1_y%> (14)

Dimana Ro = y%. Misalkan r = g (1 - Rio),K = (1 — Rio) maka

menghasilkan persamaan logistik, yaitu :

Z=ry (1-2%) (15)

Jika Ro> 1, makar>0,K>0dany— <1.Jika Ro<1, makar <
0, K <0 dan y —0. Jelas kondisi K < 0 tidak makna biologi

4.6 Model Pertambahan Perokok

Misal S (t) adalah jumlah perokok pada saat t; P (t) jumlah
potensial perokok pada saat t; Q (t) jumlah perokok pada saat t.
parameter: c rata- rata jumlah kontak persatuan waktu, q adalah
peluang dari perokok memperkenalkan seseorang yang potensial

kontak dengan perokok, % rata-rata waktu dalam system (sekolah

menengah), i rata-rata waktu sebagai perokok, B = qc, dan N (t)
ukuran populasi pada saat t.
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f‘“’_;uv P> — puP)

E=ﬁpﬁ—(ﬂ+}/)5 (16)
L§=VS—MQ J

Asumsikan model tersebut belaku N =P + S + Q, sehingga % (P+
S+Q)=uN-pu(P+S+Q)=0, sehingga ‘;—IZ = 0. Dengan kata lain
N konstan. Dari model terjelaskan bahwa puN banyak kelahiran,
ﬁP% adalah banyaknya perokok baru per satuan waktu, p P

kematian pada populasi potensial perokok, uS dan pQ masing-
masing banyaknya mati natural pada posisi perokok, dan perokok
tetap, dan yS adalah banyaknya perokok pada saat t.

Misalkan pengskalaan variabel berikut :

)
Z = a7

2w

P
X=ﬁ’y=

Kedua ruas dari masing-masing pengskalaan di atas diturunkan ke
t, dan menggunakani—lz = 0, dan masing-masing dari persamaan
(16), sehingga diperoleh

( ax _ v+ \
| a Mg |
4d—f—ﬁxy— (u+y)y¥ (18)
Ldz
2 VY T Hz

Dari (18) diperoleh titik kesetimbangan bebas perokok yaitu T1 (yo
=1, yo =0, zo = 0) dan titik kesetimbangan pertumbuhan perokok
T2 (x"0,Y 0, Z'0) dengan

X _

_ n(B- (V+u)£

ll N (19)

k V(ﬁ (Y"‘#)}
Bly+w)

O-X-
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Berikut akan dicari parameter Ro sebagai basic reproduction
number. Kompartemen yang penting diperhatikan adalah
kompartemen adalah y dan z. matrik Jacobian dari bagian non
linier dari system (18) adalah

=[5 ] (20)

Pada titik kesetimbangan T1 menjadi

_[B O
F=| 0 0] (1)
Matrik Jacobian negative bagian linier dari (18) adalah

V=[”+“ 0 (22)
v

Invers matrik V adalah

+w™ 0
vt = 14 -1 (23)
(r+wu K
Matrik Next Generation Matrik, NGM = FV!, yaitu
B
. 0] (24)
0 0

Basic reproductive ratio, Ro adalah nilai eigen maksimum dari
NGM yaitu

Ro = - (25)

Sehingga titik kesetimbangan T, pada persamaan (18) dapat
dituliskan sebagai
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Ro
R Sy,
1% =Tra (26)
. v
20 = T

Selanjutnya akan dikaji hubungan Ko dengan kestabilan titik
kesetimbangan dengan menggunakan analisis nilai eigen dari
masing-masing titik kesetimbangan.

—By — 1k —pBx 0
jC=1 By Bx—y—u O (27)
0 y —H

Pada titik kesemtimbangan T diperoleh

—u —B 0
JT, =0 —@+w@d—Ry) 0| (28)
0 y —u

Polinom karakter dari JT1 adalah

P(A) = (A + p) (A* + Roph + u (1 = Rg™)) = 0
(29)

Persamaan (29) mempunyai akar-akar - g < 0 (multiplikasi 2), dan
—(y+ ) (1—Ro) <0 apabila Ro< 1. Jadi titik kesetimbangan T1
stabil asimtotik. Sebaliknya jika titik ksetimbangan T stabil
asimtotik ama semua akar dari polinom karakteristik untuk titik
kesetimbangan T1 adalah negative. Dua akar yang pertama negatif
sedang akar lain negatif mengakibatkan Ro< 1. Syarat agar titik
kesetimbangan T2 ada apabila titik pada (26) ; y'o> 0, 20> 0, dan
ini dipenuhi apabila Ro> 1. Selanjutnya uji kestabilan titik
kesetimbangan T dilakukan sebagai berikut :
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Matriks Jacobian pada titik kesetimbangan T2 adalah

—HR, -y—u 0
JTo = (u(1 =Ry Dy +w™™" 0 0
0 14 —U

(30)

Dan polinom karakteristiknya adalah
P(D) = A+ ) (2% + Roy A+ u(1 = Ry™)) = 0 (31)

Jelas akar - p <0, sedang jika Ro . 1 maka kedua akar persamaan
kuadrat dari A pada persamaan (31) adalah negative atau bagian
rielnya negatif. Dengan kata lain titik kesemtimbangan T stabil
asimtotik. Sebaliknya kestabilan titik kesetimbangan T»
mengakibatkan Ro> (proses mundur di atas). Jadi Ro> 1 syarat
cukup kestabilan titik kesetimbangan endemik T,

4.7 Model Epidemi Measles

Pada model ini populasi dibagi ke dalam empat
subpopulasi yaitu : susceptible (S), Infectif (1), populasi tergaransi
(Q), dan recorverd (R). misalkan N adalah total  populasi dan A
= S + | + R adalah populasi aktif. Model tersebut dalam sistem
persamaan differensial adalah :

as _ r_ )
fdt—,uNaSA us
ﬂ
dt
d
1 L=vi-(@u+e
dR

E—eQ—,uR
\A=S+I+R J

=05ﬁ—(u+yﬂ

"

(32)

Titik kesetimbangan sistem (32) adalah P1 (o =0, Qo =0, Ro =0,
So=N) dan P2 (10, Q", R, S"0) dengan
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(I} = H(No—A(uty)
a(u+y)
0: = Yu(No—A(u+y))
07 oute)(u+y)
< > 33
‘_ ey(No—-A(u+y)) (33)
07 g(uto)(u+y)
S — A(u+y)
;===

\ 7

Berikut dilakukan uji kestabilan titik kesetimbangan dengan
analisis nilai Ro. Terlebih dahulu dicari Ro, pada kompartemen
infectious, yaitu | dan Q.

ool

Pada titik P1 (o= 0, Qo =0, Ro = 0, So = N) diperoleh

No
JP, = [7 0] (35)
0 O

Matrik Jacobian bagian linier sistem (32) adalah

_[uty O
v="3" ol (36)
Invers dari V adalah

-1 _ (ll‘l‘V)_l 0
v _[ : (37)

P |
Matrik next generation, NGM = JP1V, yaitu
No 0
NGM = [A(/HV) l (38)
0 0

Spectral radius dari NGM adalah

oN
ut+y)A

Ry = ( (39)
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Selanjutnya uji kestabilan di titik kesetimbangan dilakukan dengan
menggunakan uji tanda nilai eigen pada matrik Jacobian pada
setiap titik kesetimbangan tersebut. Matriks Jacobian pada
kompartemen terinfeksi adalah

gin  _aS
|[_M A A 0 0 ]l
oi oS
jc=| ot  STu—vY 0 0 | (40)
l 0 14 —/,t —-c 0 J
0 0 —u
Pada titik kesetimbangan P1, JC menjadi
gip as
|[_ﬂ A A 0 0 ]I
oi oS
JPo=| T Ty 0 0 (41)
l 0 y —u—c 0 J
0 0 € —U

Polinom karakteristik JP1 adalah

PO) = A+ w2 (A+ ((u+) =) A+ p+
c)=0 (42)

Atau

PO) = A +m? (A+ ((+ 11— 05 (A +

u+e)=0 (43)

A(+)

Sehingga dengan persamaan (39) menjadi

P =@A+uw?*A+@+y)A-R)A+pu+
€)=0 (44)

Polinom Kkarakteristik (44) akar-akarnya adalah - p < 0
(multiplikasi 2), - (L +¢) <0 dan— (u +v) (1 — Ro)) < 0 apabila
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Ro< 1. Sebaliknya dengan mudah dapat dibuktikan bahwa jika titik
P, stabil asimototik maka Ro< 1, Dengan demikian Ro< 1 adalah
syarat cukup untuk kestabilan titik bebas penyakit (P1). Sekarang
bagaimana jika Ro> 1? Apa ada hubungannya dengan kestabilan
titik akademik (P2). Berikut penjelasannya. Dengan sedikit
kalkulus aljabar persamaan (33) menjadi

A(uty)
(. BNU-=75 )

07 (u+y)
., yuNa-2En
QO = (u+ N

{ uto)(uty) 3 (45)

A(u+
cyN(l—%

(u+e)(u+y)
S — A(u+y)
g ===

P

*_

0=

Substitusi persamaan (33) pada (45) diperoleh

(. BN )
07 (uty)
L G
07 (urouty) (46)

A(u+y)
. cyN(l——UN

07 (u+re)(u+y)
S — A(u+y)
e = Ay

\ =L

Jika Ro> 1 maka titik endemic P, ada. Kestabilan titik endemic
dapat dilihat matrik Jacobian pada titik tersebut, yaitu :

—UR, —H—-vy 0 0
Ip pNo(1 — Ry (u+y) 4™t 0 0 0
2 0 y —u—e 0

0 0 € —u

(47)

Polinom karakteristik dari (47) adalah
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P =A+u+e) </12A + AUR, + uNo (’?;))
(48)

Akar dari (48) adalah—(p+¢€) <0, - u <0 dan dua akar lainnya
negatif apabila Ro> 1. Jadi jika Ro> 1, maka titik kesetimbangan
endemic P> stabil asimtotik. Sebaliknya, jika fitik
kesemtimbangan endimik P> stabil asimtotik maka haruslah Ro> 1.
Jadi Ro> 1 merupakan syarat sukup agar titik kesetimbangan
endemik P stabil asimtotik.

4.8 Model Satu Agen Infeksi

Model SIR menjadi dasar pengembangan model infeksi. Sebagai
motivasi awal, penulis membahas model infeksi penyakit yang
tertera pada halaman 62 (Diekmann dan Hesteerbeek, 2000).
Model ini belum dibahas dalam appendix. Model ini juga menjadi
masalah yang memerlukan bab 5 untuk kajian lebih mendetail.
Berikut adalah model transmisi penyakit dalam system persamaan
differensial :

as
(= =B —us—pBI

\

|

4%=—u1+,851—a1? (49)
)

dR
kE = —uR + al

Pada model ini N =S + | + R, dengan N sebagai jumlah populasi.
MisalnyaNkonstanmakai—?=i(8+I+R):B-u(S+I+R)
= B - uN = 0, sehingga diperoleh N = E. Titik

kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik
masing-masing adalah :

0= (5.=2L=0R =0)

— (s, =H2 | = Bﬁ—u(uw)’R* _ a(BB-u(uta))
Q2 ( B B(u+a) Bu(u+a )

(50)
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Berikut dicari basic reproductive number. Berturut-turut matriks
Jacobian kompartemen infektif bagian non linier, invers matriks
bagian linier, next generation matrix, dan  basic reproductive
ratio masing-masing adalah

( F = [% A
7
Vi=[(u+a)™
_py-1_[_BB
kK=rv—"= [u(u+a)

— _BB
\ Ro = plp+a) y,

\ (51)

Titik kesetimbangan Q> dapat ditulis kembali sebagai

u(u+a) uut+a)
0, (s, === | _ Bat r _aBaH
2 T pra w(uta)
(52)

Dengan R pada persamaan (50) maka Q- dituliskan sebagai

B(1—— aB(1-—
= _ Hta — Ro _ Ro
QZ - (S* - B II* - Lta rR* - M(M'l'a)) (53)

Selanjutnya diuji kestabilan sistem (48). Apa keterkaitan dengan
mathcall Ro pada persamaan (49).

Matriks Jacobian sistem (48) adalah :

—u — BI0 —-pS 0
]Cz[ BI10 —u+pS—a 0] (54)
0 a —U

Pada titik kesetimbangan Q1 diperoleh :

BB
e
]Q1:|0 —,u+%—a 0 | (59)
lO a —,uJ
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Polinom karakteristik dari JQ1 adalah

PO) =2+ (3124 0) 2 4 (4 20 (= L4 0) )2

(56)

Atau

u U
+u(u(u+a)—Bp) =0
(57)

{P(A) _ 3 4 @) -BRA® | (#3+2u(u(#+a)—Bﬁ))/1}

Atau

{ P(A):A3+(2u+(u+a)(1—“(ifa)))lz+</12+2;4(u+a)(1—%)>l }(58)

s (1-28) -

Parameter Ro pada persamaan (50) mengakibatkan polinom
karakteristik menjadi

{(A) =2+ Qu+ (u+a)(d =R+ + 2u(p + a)(1 - Ro))ﬂ}
+u*(u+a)(1—Rp) =0
(59)

Dari persamaan yang terakhir (58), jika Ro< 1 maka polinom
tersebut memiliki akar-akar yang negatif. sebaliknya jika titik
kesetimbangan Q: stabil asimtotik lokal, maka semua akar dari
polinom karakteristik pada titik tersebut, bernilai negatif atau
bagian riel negative. Hal ini dipenuhi hanyan jika Ro< 1.
Selanjutnya dikaji hubungan antara Ro> 1 dan uji kestabilan titik
endemic Q2.

—UR, —a—u 0
JQz =|B(1—BRy (e + )™ 0 0 (60)
0 a —U
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Polinom karakteristik dari JQ2.

P(D) = (A+p)(A% + uRpA+ BB(1 —RgY)) =0
(61)

Apabila Ro> 1, maka akar polinom karakteristik (60) semuanya
negative. Dengan  demikian titik keseimbangan Q. stabil
asimtotik. Sebaliknya dapat diperlihatkan jika titik kesetimbangan
Q2 stabil asimtotik, maka Ro> 1. Dengan demikian Ro> 1
merupakan syarat perlu dan cukup agar titik kesetimbangan Q:
stabil asimtotik lokal.

4.9 Model Infeksi SEIR

Berikut ini diberikan model infeksi suatu penyakit sejak lahir.
Model adalah

f%zB—,BSI—uS )

% = BSI — pE - 6E

\ ar (62)
E=9E—ul—ocl

dR

LE—‘XI—HR )

Titik Keseimbangan sistem-sistem (59) adalah T; = {S, =
N,E, =0,I, =0,R, =0} danT,={S;E;I;R3} di mana

( §* = (p+0)(pta)

0 —ﬁo

pt6) (uta)

x _ KN (-0
0 u+6 ( )
3 (w0 (uta) ¢ 63
«  KONOATgen

0 (u+0) (u+a)
(u+6)(u+a)
auBN(l—Be—N

(Ro = (u+0)(uta) 7
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Selanjutnya  dicari  basic  resproductivenumber  dengan
menggunakan next generationmatrix pada titik kesetimbangan
bebas penyakit T; dengan langkah-langkah sebagai berikut

Matrik Jacobian dari bagian tak liner dan invers matrik jacobian

negatif sebagai linier untuk kompatemen {E, I} pada titik
keseimbangan T; masing- masing adalah
F=[o B 0 (64)
dan
- ] (65)
o wtao™

Sehingga next generation matrik adalah

BNO BN
K=Fyt I(u+9)(u+a) M+al (66)
0 0

Basic reproductive number adalah spectral radius dari K, yaitu

BNO

- (u+0)(u+a) (67)

Ro

Dari persamaam (60) dan (64) diperoleh titik keseimbangan
endemik dinyatakan dalam parameter R, yaitu :
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1

N (1—

. K (1%
5=

u+6
1
I* _ HBN (l—R—O
O™ (u+6)(uta)
1
N(1-—=—
_ auBN( R
07 (u+6)(u+a)

(68)

Jelas bahwa jika Ro> 1 maka titik endemic ada. Bagaimana dengan
kestabilan di kedua titik ksetimbangan tersebut. Berikut

analisis kualitatifnya.

JC=
—pBI10 —u 0 —fN 0
BI0 —u—0 B 0
0 0 —u—a 0 (69)
0 0 a —u

Pada titik kesetimbangan T1, diperoleh matrik Jacobian, yaitu :

—u 0 BN 0
o -u-0 g 0
0 0 a —u

Polinom karakteristik dari JT1 adalah :
P(A) = @A+ wp,P 1) (71)

Dimana

(72)

P =2+ (a+3u+0)2%+ (ua + 2p% + 0u+ (u + a)(1 — Ry))A
—uUNBO + p3 + p? + 6u? + pub?a =0

Atau
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P =2+@+3u+0)2%+ (ua+2u% +6u+ (u+ a) — FNO))A
+u((u +60)(u +a) = pNO) =0

(73)
Atau

— 33 2 2 ___BNO®
P =2+ (a+3u+6)1°+ (,ua +2ut+0u+(u+)p+a)(d (u+9)(#+a)))l
BNO

thwt O+ a1 - =0

(74)
Atau

PAD) =2+ (a+3u+80)2%+ (ua+2u%>+0u+ (u+0)(u+ a)(1 — Ry))A
+u(u+0)(u+a)(1—Ry) =0

(75)

Dari persamaan (68) satu nilai eigen yaitu -p, tiga nilai eigen
lainnya diperoleh dari persaman (72) . Polinom karakteristik ini
memiliki akar ketiganya negatif apabila koefisien A%, A2, A dan 10
semuanya positif. Dua koefisien yang disebut pertama jelas positif,
sedang dua koefisien berikutnya positif apabila Ry< 1 . sebaliknya
dapat dengan mudah diperhatikan jika titik kesetimbangan T;
stabil asimtotik lokal apabila polinom karakteristik (72) memiliki
akar semuanya negartif, akibatnya haruslah Ro< 1. Jadi Ro< 1
merupakan syarat cukup untuk mengatakan bahwa titik
kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik. Bagaimana dengan
titik kesetimbangan T», pada (65), berikut penjelasannya.

Matrik Jacobian pada titik kesetimbangan T adalah

I[ —UR, 0 i—’: 0 1|
BN
]T2=|(Ro—1) -0 0 | (76)
| 0 0 —u—a 0 |
[ 0 0 a —,uJ
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Polinom karakterisktik dari JT» adalah
PA) = (u+DP(A) (77)
Dimana

( Pl(l) =/13+a2/12+a1/1+a0 \
chz:,uR0+2u+9+a I
4'“1=#R0(.U+O)+(#+05)+#R0(H+a)} (78)

ag = fubN (1 — Rio)

Akar polimon karakteristik (74 — 75) semuanya bernilai negatif
apabila Ro> 1. Kandisi ini mengakibatkan titik kesetimbangan
endemic T stabil asimtotik. Sebaliknya juga dapat diperlihatkan
bahwa jika titik T stabil asimtotik maka Ro> 1. Jadi Ro> 1 syarat
cukup untuk mengatakan bahwa titik endemic T stabil asimtotik
lokal.

4.10 Aproksimasi Mean- field

Pandang tipe dinamika sederhana SIS pada graph dengan n node
dan andaikan bahwa struktur dari jaringan dapat mengakibatkan
Nsi , jumlah pasangan Sl setelah jumlah node terinfeksi Ni
diketahui. Graph paling sederhana yang memenuhi asumsi ini
adalah graph komplit untuk mana Nsi(k) = k ( N — k) jika N;=k.
Dalam kasus random graph reguler dimensi n, aproksimasi yang
banyak dipakai untuk jumlah pasangan Sl adalah Nsi(k) =k ( N-
K)n/N jika N; = k. Setelah fungsi Nsi(k) terdefinisi, maka
penyebaran epidemi pada graph dapat digambarkan oleh rantai
markov dengan ruang status {0,1,2,3,...., N }. Perhatikan dengan
Xk(t) peluang menemukan k node, maka persamaan kolmogorov
mengambil bentuk

Xj = ak-1Xk-1 - DX + CreaXrt, K=0,1,2,3, ..., N
(79)

dimana

ak =1t Nsi(t), ck=yk,bk=ak+ ¢k, a1=0=Cn+1
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Dalam kasus graph komplit, diketahui bahwa aproksimasi mean
Field tersedia hanya jika t berskala dengan 1/N. Jadi t = BN
dipakai menghasilkan ax = Pk ( N-k)/N. Dalam hal n reguler
random graph, ax = ntk(N-k)/N dan ini dapat ditulis dalam bentuk
sama seperti untuk graph komplit dengan f = nt. Karena itu
berikut diandaikan persamaan mengambil bentuk persamaan (1)
dan ax= Bk(N-K)/N, ck=7vk ,bk=ak+ ¢k, a1=0=cCn+1

Andaikan jumlah awal node terinfeksi adalah ko, jadi syarat awal
untuk (79) adalah xko(0)=1, xk(0)=0 untuk k # ko dengan nilai
harapan jumlah node terinfeksi E [ 1:] = XN_, kxx (£).

Didefinisikan ekspektasi ini terhadap waktu dan pakai persamaan
kolmogorov untuk xn diperoleh

dE[ly B
o = R EISII = yE[I) @)
Persamaan (2) tidak dapat dipakai untuk menentukan nilai
ekspektasi | karena E[SI] tidak dapat dinyatakan dalam E[ | ].
Namun aproksimasi E[ SI'] = NgiE[ 1] menghasilkan persamaan
diferensial yang penyelesaiannya mendekati E [l ]. Dalam kasus
graph komplit, aproksimasi ini mengambil bentuk E [SI] = E [S
] E [1 ] n/N dan dengan mensubstitusi ini kedalam (2) dan bagi
terhadap N, pakai variabel i(t) pengganti E [ It]J/N maka untuk i,
persamaan berikut berlaku ( untuk kedua kasus)

i =pi(l-i)-1n .

Persamaan ini dikenal dengan aproksimasi mean — field dari
persamaan kolmogorov.

4.11 Model Jaringan

Dalam model jaringan, masing-masing individu N dalam populasi
diwakili oleh verteks. Edge menghubungkan sepasang vertex
mewakili kontak antara individu. Jumlah busur vertexs yang
diberikan dikenal sebagai degree. Struktur jaringan dijelaskan oleh
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matriks adjacency Aij yang entri nya adalah 1 jika indi vidu i
adalah kontak dengan individu j dan 0 sebaliknya. Di sini, anggap
edge bi-directional dan oleh karena itu matriks adjacency simetris.

1, jika individu 7 kontak dengan j
A,‘j =

0, jika sebaliknya

Simulasi epidemi stokastik SIRS dalam jaringan statis. Perhatikan
dua struktur jaringan : Poisson (random) dan jaringan small-world.
Probabilitas transmisi penyakit pada suatu edge selama interval 6t
adalah:

1
eTot

P(S—T:5t)=1—

dimana t adalah probabilitas penularan per kontak per satuan
waktu. Untuk memasuk-kan demografi dan mempertahankan
ukuran populasi konstan dan struktur jaringan, individu ’mati’
pada tingkat p dan segera digantikan oleh individu yang rentan
dengan kontak yang sama. Periode penularan diasumsikan
berdistribusi eksponensial dengan mean 1/y. Penelitian ini
jugamengandaikan bahwa penyakit tidak meningkatkan angka
kematian danr =y — p, dimana r

adalah tingkat recovery. Semua ukuran laju yang dipergunakan
dalam penelitian ini diukur dalam satuan kebalikan dari laju
penyembuhan (yaitu, diambil r* = 1) dan karena itu berarti non-
dimensi. Populasi terdiri dari subpopulasi S, | dan R dari individu
yang rentan, terinfeksi dan pulih.

4.12 Model Mean-Field untuk Jaringan Acak

Model baku mean-field

Dalam jaringan berukuran N dengan pencampuran
homogen, semua individu berada dalam kontak ’lemah’ satu sama
lain. Dengan demikian, tingkat masing-masing individu adalah N1.
Penularandapat terjadi pada tingkat rata rata t SI dan 04.10
Aprokimasi Mean - Field 8leh karena itu, pada tingkat rata-
rata dari populasi yang terinfeksi dikembangkan menurut
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persamaan diferensial biasa dI/dt = (tSy)I. Untuk N dengan nilai
yang besar, ambang parameter RO merupakan angka reproduksi
dasar dan pada kesetimbangan proporsi rata-rata yang rentan
memenuhi persamaan hS/Ni= 1/R0 seperti yang diharapkan.
Model mean-field untuk jaringan dengan pencampuran homogen
juga merupakan model aksi-massa. Namun, pencampuran
homogen mungkin realistis hanya untuk populasi kecil. Biasanya,
individu rata-rata dalam kontak hanya dengan sebagian kecil dari
populasi, dan rata-rata dari derajat distribusi, n, jauh lebih kecil
daripada ukuran populasi N (Keeling & Grenfell 2000, Newman
2002., Meyers et al 2005).

Dalam jaringan acak (Erds & Rnyi, dalam Bollobs 1995),
derajat distribusi adalah Poisson dengan rata-rata n. Karena
individu menular rata-rata berada dalam kontak dengan individu n
(suatu sampel random dari total populasi) tetapi hanya sebagian
kecil S/N yang rentan, tingkat rata-rata infeksi menjadi nt(S/N)I
dan model mean-field dirumuskan oleh:

dr S
E: (?’?1:\—,—'\) I,

Dalam hal ini, melalui konstruksi, mereproduksi tingkat awal
penyebaran penyakit (Keeling & Grenfell 2000). Namun, ambang
parameter yang berasal dari model ini adalah nt/g yang tidak
bertepatan dengan jumlah reproduksi dasar RO = nt(t +y) (
Anderson 1997; Aparicio et al 2000;. Diekmann & Heesterbeek
2000). Padahal, menurut model ini, individu menular rata-rata
dapat menghasilkan infeksi sekunder sebanyak nt/y yang mungkin
melebihi jumlah maksimum kontak yang rentan, yaitu n. Di sisi
lain, karena sifat acak jaringan, diharapkan pada kesetimbangan
hS/Ni = 1/RO, suatu fakta yang dikonfirmasi dengan simulasi
stokastik. Dengan demikian, model mean-field standar gagal untuk
mereproduksi nilai-nilai keseimbangan (equilibrium) dan ambang
parameter epidemi yang diperoleh dari persamaan, bukan jumlah
reproduksi dasar sesuai dengan bidang epidemiologi. Kegagalan
ini merupakan konsekuensi langsung dari fakta bahwa n<N.

Modifikasi mean-field model

Meskipun model mean-field standar gagal untuk
menyelesaikan epidemi dijaringan acak, tetapi model ini
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diharapkan dapat menggambarkan rata-rata evolusi epidemi
dengan adanya keacakan. Selanjutnya, disajikan turunan dari
model mean-field yang memperhitungkan secara implisit pengaruh
struktur jaringan kontak terhadap penyebaran penyakit dan
informasi penting mengenai pengaruh ini terkandung dalam RO.

Angka reproduksi dasar biasanya didefinisikan sebagai
jumlah kasus sekun der yang dihasilkan oleh individu menular rata
dan ditempatkan dalam populasi yang benar-benar rentan. Definisi
ini secara implisit mengasumsikan populasi campuran homogen.
Namun, untuk struktur jaringan kontak lainnya, tidak memasukkan
efek dari struktur kontak lokal pada penyebaran awal penyakit.
Definisi alternatif, di anggap sebagai situasi lanjutan: angka kasus
yang reproduksi oleh infeksi rata-rata pada awal epidemi, yaitu
ketika penipisan susceptibles diabaikan, namun banyak generasi
infectives telah terjadi, dalam rangka untuk’membersihkan’ efek
awal kondisi (misalnya Diekmann & Heesterbeek, 2000, him 73-
76). Untuk kasus dipertimbangkan dalam penelitian ini, definisi
terakhir ini menyebabkan perhitungan agak rumit untuk jumlah
reproduksi dasar. Sebagai alternatif yang berguna, kami
menganggap disini sebagai situasi menengah: angka reproduksi
dasar didefinisikan sebagai jumlah kasus sekunder yang dihasilkan
oleh individu menular rata-rata generasi kedua (Andersson, 1997;
Aparicio et al, 2000.). Jumlah ini dapat berbeda secara signifikan
dari perhitungan generasi pertama untuk jaringan kontak, terutama
untuk n kecil dan untuk jaringan dengan kluster tinggi. Nilai RO
diperkirakan pada generasi kedua lebih mendekati jumlah kasus
baru yang diproduksi per kasus pada awal epidemi. Angka jumlah
reproduksi dasar ini dapat dihitung dari pertimbangan tingkat
individu (misalnya Aparicio et al, 2000;. Diekmann & Heestebeek,
2000; Keeling & Grenfell, 2000) dan hasilnya akan tergantung
pada struktur lokal kontak dan parameter tingkat individu lainnya,
seperti ketertularan dan distribusi periode menular.

Misalnya, dalam jaringan Poisson acak dengan periode
menular eksponensial, angka reproduksi dasar adalah RO = nt/(t +
v) (Andersson, 1997; Dieckmann & Heesterbeek, 2000). Penelitian
ini mengusulkan model mean-field yang pusat fiturnya adalah
tingkat transmisi yang dibangun dari angka reproduksi dasar
ketimbang parameter fenomenologis, B = nt. Pada awal epidemi,
individu menular rata-rata akan menghasilkan infeksi RO baru
selama rataan periode menular efektif (te) yang lebih pendek dari
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rata-rata periode infeksi te = 1/ye. Untuk memperkirakan ini,
penulis membagi periode menular rata-rata menjadi dua kontribusi
1/y=1/ye + 1/g dimana te = 1/ye. Individu terinfeksi menghasilkan
infeksi hanya selama periode menular yang efektif, 1/ge,
sisasanya, lama hidup mereka menularkan penyakitnya (1/g) ’tidak
aktif’. Orang-orang ini masih terinfeksi tetapi berkat
kestokasitikan dari proses transmisi, infeksi terakhir yang mereka
hasilkan selalu terjadi sebelum pemulihan total. Selain itu, orang
yang terinfeksi dapat mempersempit ruang kontak mereka dan
tidak lagi dapat menularkan penyakit. Karena epidemi
berlangsung, jumlah infeksi yang disebabkan oleh setiap individu
menular dikurangi dengan kelompok yang rentan karena cluster
kontak dari setiap individu adalah sampel acak dari populasi.
Dengan demikian, seorang individu menular rata-rata akan
menghasilkan RO(S/N) infeksi selama periode 1/ye dan akan
vakum (inactive) selama periode 1/g.

Evolusi populasi menular aktif | diperoleh dari persamaan

df/df = "I'eRO(S/AN) - ’}'eI = ’Ye(R()(S/jV — l)]

Individu-individu yang meninggalkan kelas aktif,masih
terinfeksi dan dapat pindah ke kelas baru Y didefinisikan sebagai
kelas berisi yang terinfeksi tetapi ’tidak lagi menular’. Model SIR
mean-field menjadi:

Parameter ambang model ini adalah RO dan pada
kesetimbanganhS/Ni = 1/R0O. Tidak satu pun dari kedua sifat
bergantung pada (tidak mempengaruhi) ye yang hanya
mempengaruhi transien. Di sini, dipilih ye = T + y. Karena struktur
acak jaringan ini, diharapkan model mean-field yang didefinisikan
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bekerja dengan baik. Kasus yang lebih menarik adalah pada
pembicaraan berikut terhadap jaringan yang berbentuk small-
world, dalam mana struktur lokal ada dan kontak individu

tidak lagi suatu sampel acak dari populasi.

Ekspresi Ro pada Jaringan

Sebuah kelemahan dari jaringan poisson acak sebagai
model jaringan social adalah koefisien pengelompokannya yang
rendah. Jaringan Smallworld (Watts & Strogatz 1998) telah
menjadi model yang populer untuk jaringan sosial karena
membantu menyelesaikan permasalahan dengan koefisien
pengelompokan tinggi, C, dan panjang rata-rata panjang lintasan
pendek, L. Dengan demikian, C menyatakan probabilitas bahwa
dua node bertetangga terhubung satu sama lain, sedangkan L
adalah lintasan terpendek rata-rata antara dua node dalam jaringan.
Secara khusus dianggap sebagai jaringan small-word dengan
derajat rata-rata n= 8. Koefisien pengelompokan dan panjang
lintasan rata-rata yang ditentukan oleh parameter tidak
teratur/berurut (). Jika @ = 0, jaringan terurut adalah jaringan
biasa di mana setiap individu (node) berada dalam kontak dengan
delapan tetangga terdekatnya. Parameter tidak teratur ini
menentukan probabilitas bahwa seorang individu memiliki kontak
jarak jauh, yaitu kontak yang bukan merupakan salah satu tetangga
lokal. Dibangun jaringan small-world (0 < ¢ < 1) dengan
menggunakan algoritma Watts & Strogatz (1998). Pada
implementasinya, jaringan biasa (¢ = 0) adalah kisi dua-dimensi
pada torus (lihat Roy & Pascual, 2006 untuk rincian), pilihan ini
dengan mempertimbangkan sifat spasial dari interaksi lokal dalam
epidemiologi. Dalam simulasi stokastik, dipertimbangkan
parameter tidak teratur ¢ = 0.1 untuk jaringan yang berada dalam
rezim small-word (dengan C tinggi sekitar 0,75 tetapi L pendek
dari 0,08, baik yang dinormalisasi melalui nilai @ = 0 untuk
jaringan biasa).

Selanjutnya, dapat diperoleh ekspresi untuk Ro untuk
jaringan small-word dan menguji apakah sistem mean-fileld yang
dihasilkan mendekati dinamika stokastik dari penyakit. Untuk ¢ >
0, mungkin jarak <0, individu rata-rata memiliki n kontak dimana
1<n boleh jadi merupakan kontak dengan probabilitas dirumuskan
sebagai berikut:
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Awal dari epidemik, kontak jarak jauh yang terinfeksi
menghasilkan infeksi dengan jumlah rata-rata ROrdm (dengan
aproksimasi bahwa ROrdm = np).

Anggap sekarang kasus sumber (source case) merupakan
kontak i jarak jauh berkenaan (tepat) yang menghasilkan kasus
sekunder. Kasus sekunder dapat menjadi salah satu dari kontak
jarak jauh dengan probabilitas atau salah satu dari kontak lokal
dengan probabilitas (n — i)/n. Dalam kasus pertama, infeksi
sekunder akan menghasilkan, rata-rata, Rordm. Kedua, infeksi
sekunder dapat memiliki kontak jarak jauh j dengan probabilitas
P(j, ¢). Oleh karena itu, kasus sekunder akan menghasilkan, rata-
rata, (n —j)ROsp/n infeksi antara kontak lokal dan jROrdm/n antara
kontak jarak jauh, di mana ROsp menunjukkan jumlah reproduksi
dasar jaringan biasa beraturan. Dengan merata-ratakan semua nilai
J, dapat diperoleh jumlah infeksi yang diharapkan dan dihasilkan
oleh kasus sekunder, yang itu sendiri merupakan kontak lokal
kasus sumber langsung dengan kontak-kontak jarak jauh:

Ross() = 35 P(j, 9)|(n = ) Rows + i Roxam]

Nilai yang diperoleh dari persamaan di atas merupakan hasil
terbaik untuk estimasi empiris dari angka reproduksi dasar yang
diperoleh dari simulasi. Suatu koefisien kelas tinggi sangat
mengurangi tingkat awal penyebaran penyakit tetapi memiliki efek
jauh lebih sedikit terlihat pada nilai-nilai keseimbangan. Untuk
kedua kasus, model menghasilkan nilai jauh lebih baik daripada

model mean-field standar yang sangat overestimates tingkat awal
penyebaran penyakit karena mengabaikan struktur lokal kontak.
Kekurangan ini lalu bisa dikoreksi dengan mendefinisikan
lingkungan efektif ne = ROsw/p . Bahkan dengan koreksi ini,
ambang batas untuk model ini akan selalu meng-overestimate
angka reproduksi dasar, karenanet/y = ROsw(y +t )/y > ROsw.
Model mean-field yang dimodifikasi mendekati baik pertumbuhan
awal, titik balik dan palung dari epidemi pertama, serta tingkat
keseimbangan suspektibel. Hasil ini kuat di berbagai parameter
simulasi stokastik. Bagaimanapun, Model tidak bisa benar-benar
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mereproduksi fase yang tepat dan amplitudo dari osilasi ke
ekuilibrium.

Bab 5

KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Penelitian ini mengajukan model epidemik penyakit menular
dalam jaringan dinamis untuk tipe SIRS, model mean-field baku
dipergunakan sebagai kerangka kerja dasar. Dalam model
epidemik SIRS ini, parameter yang sangat mendasar dalam pembi-
caraan epidemi penyakit adalah RO (basic reproductive number).
RO mempunyai peran utama sebagai ambang aba-aba adanya
wabah, terhadap relevansi untuk menguji ukuran pengendalian.
Nilai RO demikian ini dapat dihasilkan dari model. Penelitian ini
juga telah mengajukan untuk membalikkan perspektif terhadap
kuantitas epidemik kunci. (terutama, apabila asumsi dasar dari
model, pencampuran populasi homogen, tidak berlaku).

5.2 Penelitian Lebih Lanjut

Model epidemi yang diajukan dalam penelitian ini merupakan
model  epidemi  dinamis yang deterministik  dengan
memperhitungkan adanya bentuk keterhubungan antara individu
sebagai jaringan sosial. Model dinamis ini akan menjadi lebih
mengarah ke realita apabila jaringan sosial yang dipergunakan
berbentuk graph acak (random graph). Dalam kasus ini dapat
diperoleh  model epidemi dinamis stokastik. Bagaimana
memperoleh model stokastik seperti ini dapat menjadi penelitian
yang telah dilakukan dalam penelitian ini.
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