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BAB 1 

KONSEP-KONSEP DASAR 

PERSAMAAN DIFERENSIAL 

 

Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang 

melibatkan suatu fungsi yang dicari dan turunannnya.  

Contoh 1.1. Persamaan-persamaan berikut adalah 

persamaan-persamaan diferensial yang melibatkan fungsi y 

yang tidak diketahui. 

ௗ௬

ௗ௫
= 5𝑥 + 3        (1.1) 

𝑒௬ ௗమ௬

ௗ௫మ
+ 2 ቀ

ௗ௬

ௗ௫
ቁ

ଶ

= 1     (1.2) 

4
ௗయ௬

ௗ௫య
+ (sin 𝑥)

ௗమ௬

ௗ௫మ
+ 5𝑥𝑦 = 0   (1.3) 

ቀ
ௗమ௬

ௗ௫మ
ቁ

ଷ

+ 3𝑦 ቀ
ௗ௬

ௗ௫
ቁ

଻

+ 𝑦ଷ ቀ
ௗ௬

ௗ௫
ቁ

ଶ

= 5𝑥  (1.4) 

డమ௬

డ௧మ
− 4

డమ௬

డ௫మ
= 0     (1.5) 

 

Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan 

diferensial biasa (PDB) jika fungsi yang tidak diketahui 

hanya terdiri dari satu variabel independen. Jika fungsi yang 

dicari terdiri dari dua atau lebih variabel independen. Jika 

fungsi yang dicari dua atau lebih variabel independen, 



 

persamaan diferensial tersebut adalah persamaan diferensial 

parsial (PDP). Fokus buku utama ini adalah pesamaan 

diferensial biasa. 

Contoh 1.2. Persamaan (1.1) sampai (1.4) adalah contoh 

dari persamaan diferensial biasa karena fungsi y yang tidak 

diketahui terdiri hanya terdiri pada variabel x. Persamaan 

(1.5) merupakan persamaan diferensial parsial, karena y 

terdiri dari variabel independen t  dan x. 

Orde dari persamaan diferensial adalah orde dari turunan 

tertinggi yang muncul di dalam persamaan tersebut. 

Contoh 1.3. Persamaan (1.1) merupakan persamaan 

diferensial orde-pertama; (1.2) (1.,4) dan (1.5) merupakan 

persamaan diferensial orde-kedua. [Perhatikan dalam (1.4) 

bahwa orde dari turunan tertinggi yang muncul didalam 

persamaan tersebut adalah dua.] Persamaan (1.3) merupakan 

persamaan diferensial orde-ketiga. 

 

NOTASI 

Ekspresi matematis 𝑦ᇱ, 𝑦ᇱᇱ, 𝑦ᇱᇱᇱ, 𝑦(ସ), … 𝑦(௡) sering kali 

digunakan untuk menuliskan, masing-masing, turunan 

pertama, kedua, ketiga, keempat, ..., ke-ndaro y terhadap 

variabel independen yang dimaksudkan. Jadi, 𝑦′′ 

melambangkan 𝑑ଶ𝑦/𝑑𝑥ଶ jika variabel independennya 



 

adalah x, tapi melambangkan 𝑑ଶ𝑦/𝑑𝑝ଶ jika variabel 

independennya adalah p. Perhatikan bahwa tanda kurung 

digunakan dalam penulisan 𝑦(௡) untuk membedakannya dari 

pangkat ke-n, 𝑦௡. Jika yang menjadi variabel independen 

adalah waktu, biasanya dilambang oleh t, tanda petik 

biasanya digantikan dengan titik. Jadi, 𝑦, 𝑦̈ dan 𝑦 masing-

masing melambangkan 𝑑𝑦/𝑑𝑥, 𝑑ଶ𝑦/𝑑𝑡ଶ, dan 𝑑ଷ𝑦/𝑑𝑡ଷ. 

 

SOLUSI 

Solusi  dari persamaan diferensial dalam fungsi y yang tidak 

diketahui dan variabel independen x pada interval 𝚤, adalah 

fungsi y(x) yang memenuhi persamaan diferensial secara 

identik untuk x dalam 𝚤. 

Contoh 1.4. Apakah 𝑦(𝑥) = 𝑐ଵ sin 2𝑥 + 𝑐ଶ cos 2𝑥, dimana 

𝑐ଵ dan 𝑐ଶ adalah konstan sembarang, merupakan solusi dari 

𝑦ᇱᇱ + 4𝑦 = 0 ? Dengan mendiferensiasikan y, kita akan 

memperoleh  

𝑦ᇱ = 2𝑐ଵ cos 2𝑥 − 𝑐ଶ sin 2𝑥 dan 𝑦ᇱᇱ

= −4𝑐ଵ sin 2𝑥 − 4𝑐ଶ cos 2𝑥 

𝑦ᇱᇱ + 4𝑦 = (−4𝑐ଵ sin 2𝑥 − 4𝑐ଶ cos 2𝑥) + 4(𝑐ଵ sin 2𝑥

+  𝑐ଶ cos 2𝑥) 

= (−4𝑐ଵ + 4𝑐ଵ) sin 2𝑥 + (−4𝑐ଶ + 4𝑐ଶ) cos 2𝑥 

= 0 



 

Jadi, 𝑦 = 𝑐ଵ sin 2𝑥 + 𝑐ଶ cos 2𝑥  memenuhi persamaan 

diferensial yang dimaksud untuk semua nilai x sehingga 

merupak solusi dari pola interval (−∞, ∞). 

Contoh 1.5. Tentukan apakah 𝑦 = 𝑥ଶ − 1 merupakan solusi 

dari (𝑦)ସ + 𝑦ଶ = −1. 

Perhatikan bahwa sisi kiri dari persamaan diferensial 

tersebut harus non-negatif untuk setiap fungsi real y(x) dan 

setiap x, karena merupakan penjumlahan suku-suku yang 

dipangkatkan dua dan empat, sedangkan sisi kanan dari 

persamaan tersebut adalah negatif. Karena tidak ada fungsi 

y(x) yang memenuhi persamaan ini, persamaan diferensial 

yang diberikan disini tidak memiliki solusi. 

Kita lihat bahwa beberapa persamaan diferensial memiliki 

solusi dengan jumlah yang tidak terbatas (Contoh 1.4), 

sedangkan persamaan-persamaan lain tidak memiliki solusi 

sama sekali (Contoh 1.5). Terdapat pula kemungkinan 

bahwa suatu persamaan diferensial hanya memiliki satu 

solusi. Misalnya saja (𝑦)ସ + 𝑦ଶ = 0, dengan alasan-alasan 

yang sama seperti didalam Contoh 1.5 hanya memiliki satu 

solusi y = 0. 

Sebuah  solusi khusus dari persamaan diferensial adalah satu 

solusi. Persamaan umum dari persamaan diferensial 

merupakan kumpulan dari semua solusi. 



 

Contoh 1.6. Dapat ditunjukkan bahwa solusi umum untuk 

persamaan diferensial dalam Contoh 1.4 adalah (lihat Bab 7 

dan 8) 𝑦 = 𝑐ଵ sin 2𝑥 + 𝑐ଶ cos 2𝑥. Artinya, setiap solusi 

tertentu dari persamaan diferensial tersebut memiliki bentuk 

umum ini. Beberapa solusi tertentu misalnya : (𝑎) 𝑦 =

5 sin 2𝑥 (pilih 𝑐ଵ = 5 dan 𝑐ଶ = −3), (𝑏) 𝑦 =

sin 2𝑥 (pilih 𝑐ଵ = 1 dan 𝑐ଶ = 0), dan (𝑐) 𝑦 = 0 (pilih 𝑐ଵ =

0 dan 𝑐ଶ = 0). 

Solusi umum dari suatu persamaan diferensial tidak selalu 

dapat diekspresikan melalui satu formula tunggal. Sebagai 

contoh perhatikan persamaan diferensial 𝑦ᇱ + 𝑦ଶ = 0, yang 

memiliki dua solusi tertentu y = 1/x dan y = 0. 

 

SOAL-SOAL NILAI AWAL DAN NILAI BATAS 

Suatu persamaan diferensial bersama dengan kondisi-

kondisi tambahan terhadap fungsi yang dicari dan 

turunannya, yang semuanya diberikan pada nilai variabel 

independen yang sama, merupakan soal nilai-awal. Kondisi-

kondisi tambahan merupakan  kondisi-kondisi awal. Jika 

kondisi-kondisi tambahan diberikan untuk lebih dari satu 

nilai variabel independen, soal tersebut merupakan soal 

nilai-batas dan kondisi-kondisi yang diberikan merupakan 

kondisi-kondisi batas. 



 

Contoh 1.7. Soal 𝑦ᇱᇱ + 2𝑦ᇱ = 𝑒௫; 𝑦(𝜋) = 1, 𝑦ᇱ(𝜋) = 2 

adalah soal nilai-awal, karena kedua kondisi tambahan 

diberikan pada 𝑥 = 𝜋. Soal 𝑦ᇱᇱ + 2𝑦ᇱ = 𝑒௫; 𝑦(0) =

1, 𝑦(1) = 1 adalah soal nilai-batas, karena kedua kondisi 

tambahan diberikan pada nilai x = 0 dan x = 1 yang berbeda. 

Solusi  dari soal nilai-awal atau nilai-batas adalah fungsi 

y(x) yang memenuhi persamaan diferensial pada kondisi-

kondisi tambahan yang diberikan. 

 

Soal-Soal dengan Penyelesaian 

1.1 Tentukanlah orde, fungsi yang dicari, dan variabel 

independen di dalam persamaan-persamaan diferensial 

berikut: 

a. 𝑦ᇱᇱᇱ − 5𝑥𝑦ᇱ = 𝑒௫ + 1  

 Orde-ketiga, karena turunan orde-tertinggi 

adalah yang ketiga. Fungsi yang dicari adalah y; 

variabel independennya adalah x.  

b. 𝑡𝑦̈ + 𝑟ଶ𝑦̇ − (sin 𝑡) ඥ𝑦 = 𝑡ଶ − 𝑡 + 1  

 Orde-kedua, karena turunan orde-tertinggi 

adalah yang kedua. Fungsi yang dicari adalah y; 

variabel independennya adalah t. 

c. 𝑠ଶ ௗమ௧

ௗ௦మ
+ 𝑠𝑡

ௗ௧

ௗ௦
= 𝑠  



 

 Orde-kedua, karena turunan orde-tertinggi 

adalah yang kedua. Fungsi yang dicari adalah t; 

variabel independennya adalah s. 

d. 5(
ௗర௕

ௗ௣ర
)ହ + 7(

ௗ௕

ௗ௣
)ଵ଴ + 𝑏଻ − 𝑏ହ = 𝑝 

 Orde-keempat, karena turunan orde-tertinggi 

adalah yang keempat. Pemangkatan turunan 

tidak mengubah jumlah turunan yang terlibat. 

Fungsi yang dicari adalah b;variabel 

independennya adalah p.  

1.2 Tentukanlah orde, fungsi yang dicari, dan variabel 

independen didalam persamaan-persamaan diferensial 

berikut:  

a. 𝑦
ௗమ௫

ௗ௬మ
= 𝑦ଶ + 1 

 Orde-kedua. Fungsi yang dicari adalah x; 

variabel independennya adalah y.  

b. 𝑦(
ௗ௫

ௗ௬
)ଶ = 𝑥ଶ + 1 

 Orde-pertama, karena turunan orde-tertinggi 

adalah yang pertama walaupun dipangkatkan 

dua. Fungsi yang dicari adalah x; variabel 

independennya adalah y. 

c. 2𝑥 + 3𝑥̇ − 5𝑥 = 0  



 

 Orde-ketiga. Fungsi yang dicari adalah x; 

variabel independennya adalah t.  

d. 17𝑦(ସ) − 𝑡଺𝑦(ଶ) − 4,2𝑦ହ = 3 cos 𝑡 

 Orde-keempat. Fungsi yang dicari adalah y; 

variabel independennya adalah t. Perhatikan 

perbedaan notasi antara turunan keempat 𝑦(ସ), 

dengan tanda kurung, dan pangkat lima 𝑦ହ, 

tanpa tanda kurung.

1.3 Tentukan apakah 𝑦(𝑥) = 2𝑒ି௫ + 𝑥𝑒ି௫ adalah solusi 

dari 𝑦ᇱᇱ + 2𝑦ᇱ + 𝑦 = 0. 

Dengan mendeferensiasi y(x), diperoleh  

𝑦ᇱ(𝑥) = −2𝑒ି௫ + 𝑒ି௫ − 𝑥𝑒ି௫ = −𝑒ି௫ − 𝑥𝑒ି௫ 

𝑦ᇱᇱ(𝑥) = 𝑒ି௫ − 𝑒ି௫ + 𝑥𝑒ି௫ = 𝑥𝑒ି௫ 

Dengan memasukkan nilai-nilai ini kedalam 

persamaan diferensial yang dimaksud, kita 

memperoleh 

𝑦ᇱᇱ + 2𝑦ᇱ + 𝑦 = 𝑥𝑒ି௫ + 2(−𝑒ି௫ − 𝑥𝑒ି௫) + (2𝑒ି௫ + 𝑥𝑒ି௫

= 0 

Jadi, y(x) merupakan solusi.  

 

 

 



 

Soal – Soal Tambahan 

1.4 Tentukanlah (a) orde, (b) fungsi yang dicari, dan (c) 

variabel independen dari persamaan diferensial berikut 

ini.  

(𝑦ᇱᇱ)ଶ − 3𝑦𝑦ᇱ + 𝑥𝑦 = 0 

1.5 Tentukanlah (a) orde, (b) fungsi yang dicari, dan (c) 

variabel independen dari persamaan diferensial berikut 

ini. 

𝑦(ସ) + 𝑥𝑦ᇱᇱᇱ + 𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ − 𝑥𝑦ᇱ + sin 𝑦 = 0 

1.6 Manakah diantara fungsi-fungsi berikut ini yang 

merupakan solusi dari persamaan diferensial 𝑦ᇱ − 5𝑦 =

0? 

a. 𝑦 = 5, 

b. 𝑦 = 5𝑥, 

c. 𝑦 = 𝑥ହ, 

d. 𝑦 = 𝑒ହ௫, 

e. 𝑦 = 2𝑒ହ௫, 

f. 𝑦 = 5𝑒ଶ௫ 

  



 

BAB 2 

KLASIFIKASI PERSAMAAN DIPERENSIAL 

ORDE-PERTAMA 

 

BENTUK STANDAR DAN BENTUK DIPERENSIAL  

Bentuk standar dari persamaan diferensial orde-pertama 

dalam fungsi yo) yang dicari adalah 

   𝑦ூ = 𝑓(𝑥, 𝑦)    (2.1) 

di mana turunan 𝑦ூ muncul hanya di sisi kiri dari (2.1). 

Banyak, walaupun tidak semua, persamaan diferensial orde- 

pertama dapat dituliskan dalam bentuk standar melalui 

penyelesaian 𝑦ூ secara aljabar dan menetapkan f(x, y) sama 

dengan sisi kanan dari persamaan yang dihasilkan. Si kanan 

dari (2.1) dapat selalu dituliskan sebagai pembagian dua 

fungsi lainnya M(x, y) dan -N(x, y). Dengan demikian (2.1)   

menjadi dy/dx M(x, y)-N(x, y), yang ekuivalen dengan 

bentuk diferensial 

  M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0  (2.2) 

 

PERSAMAAN-PERSAMAAN LINEAR 

Perhatikan sebuah persamaan diferensial dalam bentuk 

standar (2.1).  Jika f(x, y) dapat dituliskan sebagai f(x, y) = -
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