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KATA PENCANTAR

Assalamu’alaikum Wr. Wb,

Puji syukur ke hadirat Allah Swt. atas segala rahmat dan karunia-Nya,
sehingga penulis dapat menyelesaikan penulisan buku ajar dengan judul
Struktur Aljabar Ring ini sesuai dengan waktu yang telah direncanakan.
Selawat dan salam senantiasa tercurah kepada Nabi Muhammad saw. be-
serta kerabat, sahabat, dan para pengikutnya sampai akhir zaman, sosok
yang telah membawa manusia dari zaman kegelapan sampai saat ini se-
hingga kita menjadi manusia beriman, berilmu, dan beramal saleh.

Buku ajar ini disusun berdasarkan pada rumusan Capaian Pembela-
jaran Program Studi (CP-Prodi) dan rumusan Capaian Pembelajaran Ma-
takuliah (CP-MK) yang tertuang pada Rencana Pembelajaran Semester
(RPS) pada Program Studi Pendidikan Matematika Fakultas Ilmu Tarbiyah
dan Keguruan UIN Sumatera Utara Medan. Buku ajar ini terdiri dari 10
(sepuluh) bab, yang terdiri dari: Ring (Gelanggang), Daerah Integral dan
Field, Subring, Ideal, Ring Faktor, Ring Homomorfisma, Ring Faktor dari
Ring Polinomial, Lapangan Perluasan (Extension Field), Daerah Faktorisasi
Tunggal dan Daerah Euclid.

Buku ajar ini ditulis dalam rangka melengkapi perangkat pembelajar-
an pada matakuliah struktur aljabar ring, yang merupakan matakuliah inti
dari Program Studi Pendidikan Matematika UIN Sumatera Utara Medan.
Setiap materi disajikan dalam bentuk definisi, teorema, lemma, contoh
dan bukan contoh, serta diakhiri dengan latihan untuk mengukur pema-
haman mahasiswa dalam menguasai materi pada matakuliah ini.

Penulis berharap dengan adanya buku Struktur Aljabar Ring ini, dapat
membantu mahasiswa dalam menguasai materi pada matakuliah ini. Se-
hingga nantinya dapat melahirkan pemikiran mahasiswa yang logis, kritis,
sistematis, dan inovatif dalam menyelesaikan masalah.

Penulis mengucapkan terima kasih kepada segala pihak yang telah
mendukung tersusunnya buku ajar ini terkhusus kepada pimpinan Fakul-
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an UIN Sumatera Utara Medan, Dr. Amirud-
lah memotivasi penulis dalam penyusunan
lain itu, penulis mengucapkan terima kasih kepada pim-
pendidikan Matematika Fakultas Ilmu Tarbiyah dan
a, Dr. Indra Jaya, M.Pd. yang selalu mem-
rikan motivasi dan saran dalam penulisan buku ajar ini. Penulis juga
a kasih kepada suami tercinta, Zuhdi Al Faisal Nasu-
berikan dukungan dan semangat, sehingga

tas Ilmu Tarbiyah dan Keguru
din Siahaan, M.Pd. yang te
buku ajar ini. Se
pinan Program Studi
Keguruan UIN Sumatera Utar
be
mengucapkan terim
tion, S.E. yang senantiasa mem

penulis dapat menyelesaikan buku ajar ini.
Penulis menyadari bahwa masih banyak kekurangan dan perlu per-

baikan yang ditemukan dalam buku ajar ini. Sumbangan pemikiran yang
membangun sangat penulis harapkan dari rekan sejawat terutama dosen-
dosen senior yang terhimpun dalam matakuliah serumpun. Selain itu,
usulan dari para pengguna buku ajar ini terutama mahasiswa Program
Studi Pendidikan Matematika UIN Sumatera Utara, semoga buku ajar ini
dapat diperkaya melalui evaluasi secara terus menerus. Semoga buku ajar
ini bermanfaat dalam memperkaya ilmu pengetahuan dan menjadi ladang

amal ibadah bagi penulis.

Medan, September 2020
Penulis

Siti Maysarah, M.Pd.
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PENDAHULUAN

1. DESKRIPSI MATAKULIAH

Pembahasan pada matakuliah inj adalah ring (gelanggang), daerah in-
tegral (integral domain) dan field, subring, ideal, ring faktor (quotient ring),
ring homomorfima, ring polinomial dan algoritma pembagian (faktorisa-
si) polinom, ring faktor dari ring polinomial, field perluasan (extension
field), daerah faktorisasi tunggal dan daerah Euclid. Seluruh materi pada
matakuliah ini membutuhkan pemikiran tingkat tinggi, sehingga setelah
mempelajari matakuliah ini mahasiswa diharapkan mampu berpikir seca-
ra kritis, logis, dan sistematis dalam menyelesaikan permasalahan. Sela-
in itu, juga memberikan persiapan kepada mahasiswa untuk studi lanjut,
baik dalam ilmu pendidikan matematika ataupun ilmu terapan lainnya.

2. PRASYARAT MATAKULIAH

Sebelum mahasiswa mengambil matakuliah struktur aljabar ring,
maka mahasiswa terlebih dahulu harus lulus pada matakuliah struktur
aljabar grup (Sruktur Aljabar I) dengan nilai minimal C.

3. RENCANA PEMBELAJARAN

Pertemuan ke-1 : Silabus dan kontrak matakuliah

Pertemuan ke-2 : Teori gelanggang (ring), ring komutatif, dan ring
dengan unsur kesatuan

Pertemuan ke-3 : Gelanggang dengan unsur kesatuan

Pertemuan ke-4 : Daerah integral

Pertemuan ke-5 : Lapangan (field)
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Pertemuan ke-6
Pertemuan ke-7
Pertemuan ke-8
Pertemuan ke-9

Pertemuan ke-10 :

Pertemuan ke-11
Pertemuan ke-12
Pertemuan ke-13

Pertemuan ke-14 :

Pertemuan ke-15
Pertemuan ke-16

: Subring

: Ideal

: UTS

: Ring faktor

Ring homomorfisma

: Ring Polinomial

: Ring faktor dari ring polinomial
: Lapangan perluasan (extension field)
Daerah faktorisasi tunggal

: Daerah euclid

: UAS

4. PETUNJUK PENGGUNAAN BUKU AJAR

a. Bagi Mahasiswa

Buku ini dimulai dari uraian penjelasan setiap materi. Setelah itu, di-
lanjutkan dengan pembuktian teorema bahkan lemma, pemberian contoh
dan bukan contoh pada setiap materi, rangkuman materi, dan diakhiri

dengan latihan soal sebagai penguatan terhadap penguasaan mahasiswa
terhadap materi yang telah disajikan.

h. Bagi Dosen

Peran dosen dalam pembelajaran ini adalah selai

_ n sebagai penyaji,
Juga sebagai fasilitator.

9. CAPAIAN PEMBELAJARAN (CP)

a. Capaian Pembelajaran Program Stugj (CP-Prodi)

S-1 : Bertakwa kepada Tuhan Yan

menunjukkan sikap religius.
: Menunjukkan sikap bert
bidang keahliannya S€cara mandiri,
: Mampu menerapkan pemikir
dan inovatif dalam konteks

mentasi ilmy Pengetahy
hatikan dan mener
dengan bidang kea

g Maha Esa dan mampu
S-3 ) .
Anggung jawab atas pekerjaan di
KU1
an logis, kritis, sistematis,
Pengembangan atau imple-

an dan teknologi yang memper
apkan nilaj humanio

. ra yang sesual
hllannya,

»
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KU2 : Mampu ‘ inerj
Pu menunjukkan kinerja mandiri, bermutu, dan
terukur,
U5 : < i

K Mampu Mengambil keputusan secara tepat dalam kon-
teks penyelesaian masalah (i bidang keahliannya, ber-
dasarkan hasil analisis informasi dan data.

Pengetahuan

. Mahasiswa dapat mem
integral d
ring), ring
pembagi

ahami ring (gelanggang), daerah
an field, subring, ideal, ring faktor (quotient
homomorfima, ring polinomial dan algoritma
an (faktorisasi) polinom, ring faktor dari ring

polinomial, field perluasan (extension field), daerah fakto-

risasi tunggal dan daerah Euclid,

Keterampilan : Mahasiswa Mampu menerapkan teori ring (gelanggang),

daerah integral dan field, subring, ideal, ring faktor

Khusus (quotient ring), ring homomorfima, ring polinomial dan
algoritma pembagian (faktorisasi) polinom, ring faktor
dari ring polinomial, field perluasan (extension field), dae-
rah faktorisasi tunggal dan daerah Euclid.

b.  Capaian Pembelajaran Matakuliah (CP-MK)

M1  : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-

kan teori gelanggang (ring) dan ring komutatif dalam pemeca-
han masalah.

M2 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-
kan gelanggang dengan unsur kesatuan dalam pemecahan ma-
salah.

M3  : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-
kan daerah integral dalam pemecahan masalah.

M4 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-
kan lapangan (field) dalam pemecahan masalah.

M5 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis dan mengaplika-

sikan sub-gelanggang (subring) dan Sentral suatu gelanggang
dalam pemecahan masalah, .
M6 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis dan mengaplikasi-
kan ideal dalam pemecahan masalah. o
M7 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis (la‘n mengaplikasi-
kan ideal principal, ideal prima, dan ideal maksimal dalam pem-

ecahan masalah,
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Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasj,

M8
kan ring faktor dalam pemecahan masznla'h..

MO Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi.
kan homomorfisma ring dalam pcmccahz‘m‘ masalah,

M10  : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikag;.
kan isomorfisma ring dalam pemecahan masalah.

MI1 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikag;.
kan ring polinomial dalam pemecahan masalah.

M12 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplik,.
sikan algoritma pembagian (faktorisasi) polinom dalam peme.
cahan masalah. -

MI3 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi.
kan ring faktor dari ring polinomial dalam pemecahan masalah.

MI14 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-
kan lapangan perluasan (extension field) dalam pemecahan ma-
salah.

M15 : Mahasiswa dapat memahami, menganalisis, dan mengaplikasi-

kan daerah faktorisasi tunggal dan daerah Euclid dalam pem-
ecahan masalah.

EVALUASI DAN UMPAN BALIK PROSES PEMBELAJARAN

a.  Evaluasi dari proses pembelajaran ini adalah berupa tes tertulis (urai-
an).

b.  Pengukuran tingkat penguasaan terhadap materi dapat menggunakan
rumus sebagai berikut:

Tingkat penguasaan = Banyak jawaban yar 1g benar

0,
Banyak soal SRS

¢. Jika tingkat penguasaan materj yang diperoleh mahasiswa < 70%,
maka mahasiswa tersebut dianjurkan unguk mengulang kembali pada
topik pembahasan yang belum dikuasai,

d. Akan tetapi, jika tingkat penguasaan materi yang diperoleh mahasis-
wa = 70%, maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan pada bab
berikutnya,

4 il
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DAFTAR SIMBOL
Tz Himpunan semua bilangan bulat
R Himpunan semua bilangan real
Q Himpunan semua bilangan rasional
Z Himpunan semua bilangan bulat positif
-z Himpunan semua bilangan bulat yang tidak negatif
R* Himpunan semua bilangan real positif
R* Himpunan semua bilangan real tidak nol
C Himpunan semua bilangan kompleks
{R,+ > Ring R terhadag operasi + dan -
{a Ideal yang dibangun oleh a
M (A) Himpunan semua matriks atas elemen-elemen dari A
nxn (R) | Himpunan semua matriks atas bilangan real berukuran
mxn
= Isomorfik B
®:A—B |Pemetaan dari A ke B
d(a) Bayangan a terhadap @
t|s t membagi habis s
tts t tidak membégi habis s
gcd(a,b) | Faktor Persekutuan Terbesar (greatest common divisor
dari a dan b)
Ker® Kernel dari homomorfisma @
f (x) Turunan dari f(x)
deg f(x) | Derajat dari polinomial f(x)
deg g(x) | Derajat dari polinomial g(x)
R[x] Ring polinomial pada R
F(x) Field faktor dari F[x]
_¥<a> Ideal principal dari a
Z[x] Ring Polinomial dengan koefisisen bilangan bulat
R/A Ring Faktor
Z[\/}?} Z[\/;{} = {a % b\/ma,b € Z}, n adalah sebuah bilangan bu-
lat positif
Z[i] z[i]:{a + bila,b € Z}
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z[i\/ﬁ]

of]

L s

z{,-\/ﬂ = {a +bixfnla,b e Z} n adalah sebuah bilangan bu-

lat positif

—]

()I_\/ﬁ.l - {,, " 1,\[,T|u,h € Q; , h adalah sebuah bilangan bu-

lat positif

Qli]

—_—

Q[i] ={a+bila,be Q)

Q|ivn |

Q[i\/ﬂz{a + bi\/ﬂa,beQ}, n adalah sebuah bilangan

bulat positif

—
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BAB 1

RING (GELANGGANG)

Tujuan Instruksional Umum

Setelah mempelajari materi pada bab ini, mahasiswa diharapkan dapat mema-
hami dan mengaplikasikan aksioma-aksioma terbentuknya ring (gelanggang), ring
komutatif, dan ring dengan unsur kesatuan.

Tujuan Instruksional Khusus

Setelah diberikan penjelasan mengenai aksioma-aksioma terbentuknya ring, ring
komutatif, dan ring dengan unsur kesatuan, maka mahasiswa diharapkan dapat:

a.

o

Menijelaskan definisi terkait ring (gelanggang), ring komutatif, dan ring de-
ngan unsur kesatuan.

Mengidentifikasikan suatu grup apakah merupakan ring atau bukan.
Mengidentifikasikan suatu ring apakah merupakan ring komutatif atau bukan.
Mengidentifikasikan suatu ring apakah merupakan ring dengan unsur kesatu-

an atau bukan.
Memberikan contoh dan bukan contoh dari suatu ring, ring komutatif, mau-

pun ring dengan unsur kesatuan.

Deskripsi Singkat

Ring (gelanggang) merupakan suatu himpunan yang tidak kosong dan memenuhi
dua operasi biner yaitu, penjumlahan dan perkalian. Pada bab ini, akan dibahas

mengenai sifat-sifat terbentuknya suatu ring, ring komutatif, dan ring dengan un-

sur kesatuan.

1.1 RING

Pada pembahasan sebelumnya, Kita telah mempelajari struktur alja-
bar grup yang hanya menggunakan sebuah operasi biner. Namun, pada
bab ini, kita akan membahas tentang struktur aljabar yang melibatkan dua
operasi biner atau lebih, misalnya ring (gelanggang) yang akan didefinisi-

kan sebagai berikut:
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Definisi 1.1.

Sebuah himpuni c
- dikatakan sebuah Ring (Gelanggang) jika meme
sebagai berikut:
R, 1> merupakan se
) Memenuhi sifat tertutup (closure)
) Bersifat asosiatif terhadap operasi biner +
&) Memiliki unsur identitas
d)  Setiap unsur memiliki invers

¢) Berlaku komutatif + o
ii) <R, merupakan sebuah semigrup (assosiatif terhadap operasi biner )

iii) v a, b, ceR berlaku a-(b+c)=ab+ac dan (a+b)-c = ac+bc

n R yang tidak kosong dengan operasi biner + dan
nuhi aksioma-aksioma

buah grup komutatif (abelian)

Dari aksioma-aksioma di atas dapat kita turunkan menjadi:
i) <R,+) sebuah grup abelian
ii) Assosiatif terhadap operasi -
iii) Memenuhi hukum distributif kiri dan kanan

Contoh 1.1:
Misalkan <Z,, +,-> merupakan himpunan bilangan bulat modulo 8 dengan

operasi penjumlahan dan perkalian. Buktikan bahwa <Z, +,-> membentuk
sebuah ring (gelanggang).

Penyelesaian:
2,={0,1,2,3,4,5,6,7)
Akan dibuktikan bahwa:

i) <Z,+> merupakan grup abelian
a) Memenuhi sifat tertutup

TA
BEL 1. Tabel Cayley Z, dengan Operasi Biner Penjumlahan

+ 0 1 2 3 7
0 0 1 2 3 : - : 7‘_—-

] 1 2 : . : : : :
— L T T e
— : : 6 7 0

— : : 5 6 7 0 !
4|« T \5 6 7 | o ~3
I “(1‘ 6 7 0 : S
ﬁ(‘\.,w—“/)\"\‘ 0 1 l) l g
2 I N s S I et

B I ! 2 3 4 >
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Terbukti memenuhi sifat tertutup,

karena tidak ada unsur lain selain
unsur Z.

b) Asosiatif terhadap operasi biner +
Ambil sebarang unsur, misal q =5,b=
at(b+c) =(a+b)+c
5+(6+7)=(5+6)+7

5+5=3+7
2=2

Terbukti asosiatif terhadap operasi biner +

c¢) Terdapat unsur identitas, yaitu i=0 sehingga a+0=a

d) Setiap unsur memiliki invers
0'=0karena 0+ 0=0=i
1'=7karena 1+7=0=i
11 =7karena1+7=0=i
21=6 karena 2+ 6=0=i
31=5 karena 3+5=0=i
41=4 karena 4+4=0=i
5'=3 karena 5+3=0=i
6'=2karena 6+2=0=i
71'=1karena 7+1=0=i

e) Berlaku komutatif +

6,c=7,Va,b,ce Z,

a+b=b+a
5+6=6+5
3=3

Terbukti berlaku komutatif +
Terbukti <Z_, + > merupakan grup abelian

ii) <R,”> merupakan sebuah semigrup (asosiatif terhadap operasi biner -)

Tabel 1.2. Tabel Cayley dengan Operasi Biner Perkalian

w
ENE =1 I = I

N la|fu|[a|w d]=]|

ololo|lolec|olelo|e
NEE-V SN EYE R R =2 R
olalnclelala|v]|lo]n
wloa|~|a|N|o|lofo]|w
cla|lo|o|e|a|o|o]o
~ln|lwlalu|lo|(w|o]N
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Ambil sebarang unsur, misal a=5, b=0, c=7,Ya, b, ceZ,
a-(b.c) = (a:b):c
5067 = (65:06)-7
5.2 =67
2 = 2
Terbukti merupakan semigrup

ii1) Memenuhi hukum distributif kiri dan kanan -
Akan dibuktikan memenuhi hukum distributif Kiri

a-(b+c¢) =ab+ac
5:(6+7) =5:6+5.7
55 =6+3
l =1

Terbukti <Z, +,-> memenuhi hukum distributif kiri
Akan dibuktikan memenuhi hukum distributif kanan
(a+b)-c = ac+bc
(5+6)-7 =5.7+6 .7
3-7 =3+2
S =5
Terbukti <Z, +,-> memenuhi hukum distributif kanan

Oleh karenanya, terbukti bahwa {Z,+,> memenuhi hukum distribut-
if kiri dan kanan

= Terbukti bahwa <Z,,+,> membentuk sebuah ring (gelanggang)

Contoh 1.2:

Buktikan bahwa M = {{g 2]|a,b eZ

} yang didefinisikan pada operasi
penjumlahan dan perkalian m

atriks merupakan suatu ring.

Penyelesaian:

i) Akan dibuktikan bahwa <M, + > membe
(a) Bersifat tertutup terhad
VA, BeM — A+BeM
Ambil semb
Misal:

( o
Awl® ) dan B -|°© 0
0O b 0 d

ntuk grup abelian
ap operasi Penjumlahan

arang unsur VA,BeM

Scanned with CamScanner




BAB | « RING (GELAMGGANG)
A+B-= a 0 + c 0
0 b 0 d
at+c 0 i
= dimana a- ¢ ) ,
0 bd ma a+cdan b+ dey

Terbukti A +BeM
(b) Bersifat Asosiatif

VA,B,CGM—>(A +B)+C=A +(B + O
Misal:

_ a 0 _ c 0 e 0
A—[O bJ’B_[O djl,dan C={O f}

(A+B)+C =A+(B+C)
(B B B R R
[HSM b+c(1)+f} :[a+<§+e b+c(1)+f:

Terbukti (A+B)+C = A+ (B+ @)

L

(c) Mempunyai unsur identitas
3IeM, sedemikian sehingga VAeM, berlaku A +1 = | +A= A

. [0 o}
Yaitu: I =
00

(d) Setiap unsur mempunyai invers
VAe M,3 A’ € M, sedemikian sehingga A+A'=A14+A=]
dimana A7 adalah invers dari elemen A.

-a
0

1 a0+—a 0
A+A=0b 0 -b

oo

— | =
Terbukti A+A =A" +A=1

0 .
dalam hal ini A =-A ={ —b] , sehingga

(e) Bersifat komutatif
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VAe M;(A+B=B+A

AB—H 0+c0
=0 vlTo 4

la+c 0
Lo b+d]
(c+a 0
| 0 d+b}
=B+A

Terbukti <M,-> merupakan grup abelian

i) Akan dibuktikan bahwa <M,-> membentuk semigrup (asosiatif perka-
lian).
Va,b,ce Z - (a-b)-c =a-(b-c)

Ambil sembarang unsur, misal:

oo sl pamefs ]

0 96 9 90 e )
chl)c bod]'[g ﬂ :Lg 3][0 df}

ace 0
[O bdf] LO bdf}

Terbukti asosiatif perkalian, maka <M,-> membentuk semij grup

iii) Akan dibuktikan memenuhi hukum distributif kiri dan distributif ka-
nan.

Ambil sembarang unsur, misal:

_|a 0 _lc 0 e 0
A~|:0 b]’B_{O d:l,danC=[0 f]

Va,b,ceZ—>a-(b+c)=a.b+a_c
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"a 0-,([‘3 O]ﬂ{e 0]) [a 0][c 0] [a 0][e ©
o sfllo Lo S5 515 A S
a OW_Hc+e 0 ‘ac 0] [ae 0O

0 bJL 0 d+f} “lo bd}[o bf}

actae 0 ac+ae 0

| 0 bd+bf} =[ 0 bd+bf]

Terbukti memenuhi hukum distributif kiri.
Va,b,ce Z —)(a+b)-c =a-c+b-c

[a 0]+l:c OD_{e O}z_a oHe 0]+[c oHe o}
o b| |0 d]J|o f| [0 b|lo £| |0 d||o f
la+c 0 e 0 fae 0] [ce 0
|0 b+d]'[o f] “lo bf]{o de
[ae + ce 0 [ae +ce 0

0 bf+df] 0 bf+df]

L

Terbukti memenuhi hukum distributif kanan.

a 0O
.. Terbukti bahwa <M, +-)» dengan M = {{ 0 b]la’b eZ } membentuk ring
(gelanggang).

1.2 RING KOMUTATIF

Definisi 1.2:
Sebuah ring yang komutatif terhadap operasi - dikatakan Ring (Ge-

langgang) Komutatif. Atau dengan kata lain, jika <R, +,> adalah se-
migrup komutatif terhadap operasi - maka <R, +,-> disebut Ring (Gelang-

gang) Komutatif.

Contoh 1.3:
Buktikan bahwa Z adalah himpunan semua bilangan bulat didefinisi-
kan dengan operasi + dan berturut-turut operasi penjumlahan dan per-

kalian, maka <Z, +,” merupakan sebuah Ring.
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Penyelesaian:

a. Dapat dengan mudah kita lihat bahwa <Z, +,-> merupakan sebuah

grup abelian.
b. <Z, > merupakan sebuah semi grup.
Serta kita ketahui bahwa operasi + dan - memenuhi hukum distributif

kiri dan kanan, terbuktilah bahwa <Z, +,-> sebuah Ring (gelanggang),
bahkan gelanggangnya komutatif.

Contoh 1.4:

S={1, 2,3 }, P(S) adalah himpunan kuasa dari S, didefinisikan operasi
biner P(S) sebagai berikut:

A+B:(AUB)—(AmB)
A-B=AnNB

Tunjukkan bahwa <P (S), +,-> adalah sebuah ring komutatif.

Penyelesaian:

P(s)={2.{1},{2}.{3},{1.2}.{1,3}.{2,3}.{1,2,3}}

Untuk menunjukkan sebuah gelanggang, maka akan kita buat terlebih da-
hulu tabel Cayley terhadap operasi + dan - sebagai berikut:

TABEL 1.3. Tabel Cayley terhadap Operasi + pada P(S) dengan S={1, 2, 3}

" ? 1) {2} B3y | 2y | 3 | 23 | 1,23
% 2 {1} {2} {3} {1,2 {1,3} 2,3y | {1,2,3}
{1) {1 %) L2y | 1,3} 2 3 |23 | 23
@ | @ a2 | 2 |23 | a2z @ | an
{3} {3} {1,3} {2,3} @ {1,2,3} 1y (2 (1.2}
a2 | 42 | 1 1023 | o 23 | 03 | @
1,3y | 1,3 B3 |2 | W (2.3) 2 ) @
23) | @23 23] & | @ | an | an | o | o
(1,23 | (1,23} | 23 | 1,3 | (.2 3) 2 m @‘j

a) Jelas dari tabel di atas merupakan sebu
nuhi sifat berikut:

1) Tertutup, karena tidak ada unsur lain selain unsur P(S)
2) Asosiatif terhadap operasi biner +

ah grup abelian, karena meme-
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Ambil sebarang unsur, misal:
a={1},b={1,3},c = {2,3};Va,b,c e P(S)
(a+b)+c = a+(b+c)
(11} +{1,3})+{2.3} = {1} + ({1,3} +{2,3})

(3} +{2,3} = {1} + {1,2}

{2} ={2)
3) Memiliki unsur identitas, yaitu: i= @

Sebab @ +{1,3}={1,3}

4) Setiap unsur memiliki invers, yaitu:

D' =0

{1y ={1)
{2y =42}
{3y ={3}

{1,2}' ={1,2}
{1,3}" ={1,3}
{2,3}1 ={2,3}
{1,2,3}' ={1,2,3}
5) Grup abelian
a+b=b+a
{1} +4{1,3}={1,3} +{1}
{3}+=43}

b) Untuk membuktikan <P(S),"> semigrup, maka perlu kita buat tabel
Cayley dengan operasi - sebagai berikut:

Tabel 1.4. Tabel Cayley terhadap Operasi « pada P(S)dengan S={1, 2, 3}

. 2 {1} {2} {3} {1,2} | {1L,3} | {23} | {1,2,3}
@ @ %) @ @ @ @ @ @
{1} %] {1} @ @ {1} {1} %] (1}
{2} @ %) {2} @ {2} %) {2} (2}
{3} @ @ @ {3} @ {3} {3} {3)
{1,2} %) {1} {2} % {1,2} {1} {2} {1,2}
{1,3} @ {1} @ {3} {1} {1,3} {3} {1,3}
{2,3} @ %) {2} {3} {2} {3} 2,3} {2,3}
{1,2,3} %) (1) {2} {3} {1,2) {1,3) {23y | {1,2,3)
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c)

d)

Ambil sebarang unsur, misal:

o= (13),c = 23} vab.c € P(5)
(a-b)-c= a-(b-c)

({1)-(1.3))- (2.3} = {1} -({1,3) {2,3})

{1}-{2,3} ={1) {3}

D=0

a:{l

Terbukti semigrup
Apakah berlaku hukum distributif kiri dan kanan?

a-(b+c):a-b+a-c
() (1,3} +{2.3)) = (1} {13} + {1 {2,3}
1}-{1,2} = 1+
{1={1
Terbukti distributif kiri
(a+b)-c —a-c+b-c
(1 + (19)-{23) - (123 + (1.3} {23)
(3}-{23}=2+{3}
(3} =1{3}
Terbukti distributif kanan
Apakah <P(S), +,-> merupakan Ring (gelanggang) abelian?
ab =Dba
{1} -{1, 3}= {1, 3} - {1}
{1y ={1}

<. Terbukti bahwa <P(S), +,-> adalah sebuah ring komutatif.

Contoh 1.5:

Buktikan bahwa <Z, x Z, > merupakan ring komutatif untuk operasi pen-
jumlahan dan perkalian.

Penyelesaian:
Z,x Z; = {0,1,2}x{0,1,2,3,4,5}

= 10,0}, (0,13, (0,2}, (0,3), (0,4), (0,5), (1,0), (1.1, (1,2), (L3
(L4, (1,8) (200, 1), (2,2), 2,3), (2.4), (2.5))

¥
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Untuk lebih memudahkan dalam proses pembuktian, maka terlebih dahu-
lu kita buat tabel Cayley untuk operasi penjumlahan dan perkalian seba-
gai berikut:

Tabel 1.5. Tabel Cayley Z, x Z_ untuk Operasi Penjumlahan

(0,0)

0,1

0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(1,0

(1,1

(1,2)

(1,3)

(1,4)

1,5)

(2,0)

2,1

(2,2)

(2,3)

(2,9

(2,5)

(0,0)

o,1

(0,2)

(0,3)

0,49

(0,5)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

1,3)

1,4

(1,5

(2,0

(2,1)

(2,2)

(2,3

(2,49

(2,5)

(0.1

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(0,0

a,mn

1,2)

(1,3)

1,9

1,5)

(1,0)

(2,1

(2,2)

(2,3)

(29

(2,5)

(2,0)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

0,5)

(0,0)

0,1

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

(1,0

(1,1)

(2,2)

(2,3)

29

(2,5)

(2,0)

(2,1

0,3

0,4)

(0,5)

(0,0)

o1

0,2)

1,3)

1,4)

(1,5)

(1,0

1,1

(1,2)

(2,3)

(24

(2,5)

(2,0

(2,1)

(2,2)

(0,4

0,5)

(0,0)

(0,1)

0,2)

(0,3;

i1,4)

(1,5)

(1,0)

(1;1)

1,2)

1,3)

(2,4

(2,5)

(2,0)

(2,1

(2,2)

2,3)

(0,5)

(0,0

(0,1)

(0,2)

0,3

0,9

1,5)

(1,0

(1,1)

1,2)

13

1,4)

(2,5)

2,0)

(21)

(2,.2)

(2,3)

2.4

(1,0)

(1,1

(1,2)

( 17,3)

(1,4)

(1,5)

(2,0

(2,1)

(2,2)

(2,3)

29

(2,5)

0,0)

0,1

0,2)

(0,3)

(0,4

(0,5)

(1,1

(1,2)

(1,3)

()

(1,5

(1,0)

2,1

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(2,5)

(2,0

(89

0,2)

0,3)

0,49

(0,5

(0,0)

(1,2)

(1,3)

(1,4

(,5)

(1,0

a,n

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(2,5)

(2,0)

(2,1

(0,2

(0,3

(0,4)

(0,5)

(0,0)

(0,1)

(1,3)

(1,4

1,5)

(1,0

an

(1,2)

(2,3)

2,4)

(2,5)

(2,0)

@1

(2,2)

(0,3

0.4

0,5)

(0,0

(0,1)

0,2

(1,4)

(1,5)

(1,0

a,n

1,2)

(1,3)

(2,4)

(2,5)

(2,0)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(0,4)

0,5

(0,0

(0.1

0,2)

0.3)

(1,5)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

(1,3

1,4

(2,5)

(2,0)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(2,49

(0,5)

(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3

0,4

(2,0

2,1

(2,2)

(2,3)

29

(2,5)

(0,0)

0,1)

0,2)

0,3)

04

(0,5)

(1,0

1,1

1,2)

1.3

1,4

(1.5)

(2,1

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(2,5

(2,0)

0,1)

(0,2)

0,3)

0,4

0,5)

(0,0

1,1

(1,2)

(1,3)

1,9

(1,5)

(1,0)

(2,2)

(2,3

2,4

(2,5)

(2,0)

(21

0,2)

(0,3)

0,4)

0,5)

0,0

0,1

(1,2)

(1,3)

1,4

(1,9

(1,0)

an

(2,3)

(2,4)

(2,5)

(2,0)

(21)

(2,2)

0,3)

(0’4)

(0,5)

(0,0)

0,1

(0,2)

(1,3)

(1,4)

1,5)

(1,0

(1,1

(1,2)

2,4

(2,5

(2,0)

2,1

2,2)

(2.3)

(0,4)

(0,5)

0,0)

0,1

0,2)

0,3)

(1,4

1,5)

(1,0)

(1,1

(1.2)

(1,3)

(2,5)

(2,0)

2,1)

(2,2)

2,3

(2,4

(0,5)

0,0)

0,1)

0,2)

0,3)

0,4

(1,5)

(1,0)

a,mn

1,2)

(1,3)

a4
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Tabel 1.6. Tabel Cayley Z,x Z untuk Operasi Perkalian

(0.0)

(0.1

0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(1,0)

(1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

(2,0)

(2,1

(2,2)

(2,3)

(2,9

(2,5)

0.0)

(0.0

(0,0)

(0.0

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0.1)

(.M

(0.1

(0,2

(0,3)

0,4

(0,5)

(0,0)

0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(0,0)

(0,1)

(0,2)

0,3)

(0,4)

(0,5)

0,2)

0,0

(0,2)

(0,4)

(0,0)

(0,2)

(0,4)

(0,0)

(0,2)

0,4)

(0,0)

0,2)

(0,4)

(0,0

0,2)

(0,4)

(0,0)

(0,2)

(0,4)

0.3)

(0,0)

0.3)

0,0

0,3)

(0,0)

(0,3)

(0,0)

0,3)

(0,0)

0,3

(0,0)

(0,3)

(0,0)

(0,3)

(0,0)

(0,3)

(0,0

(0,3)

(0,9

(0,0)

0,4

(0,2)

(0,0)

(0,4)

(0,2)

(0,0)

0,4)

(0,2)

(0,0)

0,4

0,2)

(0,0)

(0,4)

(0,2)

(0,0)

(0,4)

(0,2)

————

(0.5)

(0,0)

(0,5)

(0,4)

(0,3)

(0,2)

(0,1)

(0,0)

(0,5)

0,49)

0,3)

(0,2)

(0,1)

(0,0)

(0,5)

0,4)

(0,3)

(0,2)

(0,1)

(1,0

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0

(0,0)

(0,0)

(1,0)

(1,0

(1,0)

(1,0

(1,0

(1,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0

(1,1)

(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(0,5)

(1,0

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5

(2,0)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(2,5)

(1,2)

(0,0)

0,2)

(0,4)

(0,0)

(0,2)

(0,4)

1,0

(1,2)

1,49

(1,0

(1,2)

(1,4)

(2,0)

(2,2)

(2,4)

(2,0)

(2,2)

(2,4)

(1,3)

(0,0)

(0,3)

(0,0)

(0,3)

0,0)

(0,3)

(1,0)

(1,3)

(1,0

(1,3)

(1,0

1,3)

2.0

(2,3)

(2,0)

(2,3)

(2,0)

(2,3)

(1,4)

(0,0

0,9

(0,2)

(0,0

(0,4)

(0,2)

(1,0)

1,4

(1,2)

(1,0)

(1,4

1,2

(2,0)

(2.4

(2,2)

(2,0)

(2,4)

(2,2)

(1,5)

(0,0)

(0,5)

(0,4)

(0,3)

0,2)

0,1)

(1,0

(1,5)

1,4

(1,3)

(1,2)

1,1

(2,0

(2,5)

(2,4

(2,3)

(2,2)

(2,1

(2,0)

(0,0)

(0,0

(0,0)

(0,0)

(0,0)

0,0

(2,0)

(210)

(2,0

(2,0

(2,0

(2,0)

(1,0)

1,0

(1,0

(1,0)

(1,0

(1,0)

2,1)

(0,0)

(0, 1)

(0,2)

0,3)

(0,4)

(0,5)

(2,0)

(21

(2,2)

(2,3)

2,4

(2,5)

(1,0

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5

(2,2)

(0,0)

(0,2)

(0,4)

(0,0)

0,2)

(0,4)

(2,0)

(2,2)

(2,4)

(2,0)

(2,2)

(2,4

(1,0

(1,2)

1,4)

(1,0

(1,2)

(1,4)

(2,3)

(0,0)

(0,3)

(0,0)

0,3)

(0,0)

0,3

(2,0)

(2,3)

(2,0)

(2,3)

(2,0)

(2,3)

(1,0)

1,3

1,0

(1,3)

(1,0)

(1,3)

(2,4)

(0,0)

0,9

(0,2)

(0,0

(0,4)

(0,2)

(2,0)

(2,4)

(2,2)

(2,0)

(2,4

(2,2)

(1,0)

(1,4)

(1,2)

(1,0)

1,9

(1,2)

(2,5)

(0,0)

(0,5)

(0,4)

0,3)

0,2)

(0,1)

(2,0)

(2,5)

2,9

(2,3)

(2,2)

(21)

(1,0

(1,5)

(1,4)

(1,3)

1,2)

an

(a) Dari tabel Cayley Z,x Z_ untuk operasi penjumlahan dikatakan tertu-
tup, karena tidak menghasilkan unsur lain selain unsur Z, x Z_.

(b) Akan dibuktikan asosiatif pada operasi penjumlahan
Ambil sembarang unsur, misal: a =(1,5),b =(2,0),c =(2,5);

Va,b,ceZyxZg
(a+b)+c

=a+(b+c)
+(2,5) = 1,5)+( 2.
,5)+(2,5) =(1,5)+(1,5

Terbukti asosiatif terhadap operasi penjumlahan

18
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(c) Memiliki unsur identitas yaitu: i=(0, 0)
(d) Setiap unsur memiliki invers, yaitu:
(0,0)* =(0,0)
(0,1)* =(0,5)
(0,2)" =(0,4)
(0,3)" =(0,3)
(0,4)' =(0,2)
(0,5 =(0,1)
(1,0)' =(2,0)
(1L, =(2,5)
(1,2)" =(2,4)
(1,3)" =(2,3)
(L4 =(2,2)
(1,5 =(2,1)
(2,0)' =(1,0)
(2,1 =(1,5)
(2,2)' =(1,4)
(2,3 =(1,3)
(24" =(1,2)
(2,5)" =(1,1)

(e) Akan dibuktikan abelian (komutatif)
a+b =b+a
(1,5)+(2,0)=(2,0)+(1,5)

(0,5)=1(0,5)

(f) Asosiatif terhadap operasi perkalian
(a-b)-c =a.(b-c)
((1,5) - (2,0) - (2,5) = (1,5)-((2,0) - (2,5))
(2,0)-(2,5) = (1,5)-(1,0)
(1,00 = (1,0
(g) Akan dibuktikan distributif kiri dan distributif kanan
a-(b+c) =a-b+a-c
(1,5) - ((2,0) +(2,5))=(1,5) - (2,0) +(1,5) - (2,5)
(1,5) - (1,5)=(2,0)+(2,1)
(1,1D=@1,1)
Terbukti distributif kiri
(a+b) -c =a-c+b-c
((1,5)+(2,0)) - (2,5)= (1,5) - (2,5) + (2,0) - (2,5)
(0,5) - (2,5)= (2,1)+(1,0)

N
0

S
AN
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0,1) =(,1)
Terbukti distributif kanan

Terbukti Z, x Z, merupakan ring komutatif dengan operasi penjumla-
37 %6

han dan perkalian.

Contoh 1.6:

Misalkan M, (Z) dinotasikan dengan hi

ring dari bilangan bulat. Misalkan + d mal
penjumlahan dan perkalian. Maka + dan - adalah operasi biner

mpunan semua matriks 2x 2 pada
an - notasi yang biasa digunakan

untuk

pada M, (Z). Sangat mudah untuk menunjukkan bahwa <M, (Z)>,+ ada-
0 0 _ _

lah sebuah ring. Catat bahwa [O O} adalah identitas penjumlahan untuk

{a Z} e M,(Z) |
{02 |

C
1 2 5 6
Ambil sembarang unsur, misal A= [ },B = {7 S]NA,B e M,(Z),

3 4
maka:

1 2[5 6] [19 22]

AB= i
3 4|7 8] [43 50
e 1 2] T -
Bh e 6][1 2]_[23 34
7 8|3 4] [31 46

Sehingga AB=BA
Oleh karena itu, M, (Z) bukan merupakan ring komutatif.

1.3 RING DENGAN UNSUR KESATUAN
Definisi 1.3.

l.\{lisalkan R adalah ring, sebuah elemen ecR disebut elemen identi-
tas, jika ea = a=ae untuk semua acR.

Definisi 1.4.

Sebuah ring R disebut ring den

. an identitas ji i ah
identitas. 8 tas jika mempunyai sebu

' o
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contoh 1.7:

Ring Z dari bilangan bulat adalah ring dengan identitas. Bilangan bulat 1
adalah elemen identitas dari Z.

Contoh 1.8:

Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Ring komutatif <Z , +, > dengan
identitas. Elemen identitas adalah [1].

Contoh 1.9:

Ring M, (Z) adalah ring dengan identitas. Elemen identitas dari M, (Z)
adalah [

10
0 1|

Contoh 1.10:

Misalkan R dinotasikan sebagai himpunan semua fungsi f:R—R. Didefini-

sikan + dan - pada R untuk semua f,geR dan untuk semua acR sebagai
berikut:

F+@@=f(a)+g(a)
(f-g)(a)=f(a)-g(a)

Dari definisi + dan - dapat ditunjukkan bahwa + dan - adalah operasi
biner pada R. Misalkan f, g, h € R. Maka untuk semua aeR, kita menggu-
nakan asosiatif di R, yaitu:

((f+@+h(a)=({+g(a)+h(a)=(f(a)+g(a) +h(a)
=f(a) + (g(a) + h(a)) =f(a) + (g(a) + h(a)) =f(a) + (g+ h)(a)
=+ @E+h)(@.
Dengan demikian (f+g) +h=f+(g+h).
Dengan demikian terbukti bahwa + bersifat asosiatif.
Dengan cara yang sama, akan kita tunjukkan bahwa R dengan mengguna-
kan fakta yang ada pada R, maka <R, +,-> adalah sebuah ring.
Kita catat bahwa fungsi i ; R—R, dimana i, (a) =0 untuk semua a<R ada-

lah identitas penjumlahan pada R dan elemen i, €R dimana i, (a) =1 untuk
semua a e R adalah identitas di R. Juga untuk semua f,geR dan untuk

S€mua a € R, maka:
(f-2)(a) =f(a)g(a) =g(a)f(a) = (gf)(a)

Dengan demikian untuk semua f, g€ R,f-g= & f.

2|
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Terbukti bahwa <R, +,-> adalah ring komutatif dengan identitas.

Definisi 1.5.

Jika <R,-> adalah monoid dengan unsur identitas 1, maka ring <R, +,->
dikatakan Ring dengan unsur kesatuan (ring dengan unity) yakni jika
terdapat satu unsur yang dinotasikan dengan 1 sedemikian sehingga
l-a=a-1 untuk setiap a anggota R, maka kita sebut ring dengan unsur
kesatuan, dan unsur 1 disebut sebagai unsur kesatuan (unity).

Contoh 1.11:

Ring <Z, + ,-> adalah ring dengan unsur kesatuan 1 (ring dengan unity)

Penyelesaian:
Z,={0,1, 2, 3, 4, 5}

Tabel 1.7. Tabel Cayley dengan Operasi Biner Perkalian padaZ,

o|j|o|lc|lc|o|OC|C

1
0
1
2
3
4
5

Vb |W|IN|=|OC
HAIN|O|HIN|IO|IN
Wle|lw|@Q|wW|Oo|Ww

N[O IO S
=N |jw ]|l |U

Dari tabel di atas jelas terlihat bahwa Z

_ ¢ 1,> adalah ring dengan
unsur kesatuan 1 karena memilikj unsur satuan yaitu 1 dan 5

Teorema 1.1.

Andaikan R adalah suatu ring, maka:

1) 0-a=a-0=0untuk semua aeR

2) a(-b)= - (ab) =(-a)b untuk semya a, beRr

3) (-a)(-b)=ab, untuk semua a, beR

4) m(ab) = (ma)b=a(mb) untuk setiap bilangan bulat

5) mn(ab) = (ma)(nb) untuk setiap bilangan bylat mad:; n

1) Untuk menunjukkan a - o =0 cuk

up d .
a-O+av0=a(0+0)=a.0=0a P €fgan menunjukkan:

tau
0-a+0-a=(0 *a=0-
(0+0).-a=0 a+0.q, karena <R, +> sebuah grup maka

22
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0 - a=0 terbukti.

2) P.erhatikan O0=a - 0=a(b+ (-b))=ab+a(-b) tetapi 0=ab+ —(ab), se-
hingga ab + a(-b) karena <R, + ) grup, maka a(-b) = - (ab)
dengan cara yang sama dapat kita perlihatkan bahwa:

(—-a)b =-(ab)

0=0b=(a+ (-a))b
=ab+ (-a)b
=ab + —(ab)

sehingga: (-a)b =-(ab)

3) Akan diperlihatkan (-a)(-b)=ab
(-a)(-b) =~((-a)b) = —(—(-ab))
Tetapi —(ab) + (-(-(ab))) =0 dan
—(ab)+ab=0, sehingga:
ab =—(-(ab)) = (-a)(-b) terbukti

4) dan 5) sebagai latihan.

Definisi 1.6:
Andaikan R adalah ring dengan unsur kesatuan 1. Satu unsur a=0eR
dikatakan unsur satuan (unit) bila terdapat b=0eR sehingga ab=ba=1

Contoh 1.12:
{Z,+,> adalah sebuah ring komutatif dengan unsur kesatuan.

Contoh 1.13:
<2Z, +,-> adalah sebuah ring komutatif tetapi tidak dengan unsur kesatu-

an.

Contoh 1.14:
Himpunan semua bilangan riel yang disajikan dalam bentuk a+bv2,

di mana a, beZ, dengan operasi + dapat disajikan:

(a + b\/i) + (C + d\/ﬁ) = (ac) + bdy2 dan operasi - menjadi:

(a + b\/i) -(c + d\/i) = (ac + 2bd) +(ad + bc)v2 akan membentuk sebuah

ring komutatif dengan unsur kesatuan.

23
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Contoh 1.15;

<Z,,+,> himpunan bilangan bulat modulo n dengan operasi biner pen-

jumlahan dan perkalian akan membentuk sebuah ring dengan unsur ke-
satuan 1.

Contoh 1.16:

Tentukanlah unsur satuan dari ring Zyy+ 42

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikannya lebih mudah dengan membuat tabel Cayley de-
ngan operasi - pada Z, seperti pada Tabel 1.8.

Tabel 1.8. Tabel Cayley dengan Operasi Biner Perkalian pada Z

(o )0 O BN =N ROVI B V) HHO ]
oOo|Oo|o|o|fOo|Oo|C|O
ol |lWIN|I=R|O]|-
njwli=|lZvZb|INMN]|O]|N

SRl W| O |W

Nl =lwln|O|W

~IN|IWQ]|R|OW|ON| OO

wla|lpmln| =IO D

Dari tabel di atas, dapat dengan jelas terlihat bahwa selain unsur ke-
satuan semua elemennya unsur satuan (unit).

Contoh 1.17:

Tentukanlah unsur satuan dari ring Z,+,>

Penyelesaian:

Tabel 1.9, Tabel Cayley Operasi Biner Perkalian pada Z,

Dl |

-
o
sl =|C |-

o)
o
=

[« N BE N B

~
o
~

i | N|s|—=|IDD|L|IC|Ww
SO |5 |C |8 |D|a|C|

W= |N||jun|Cc|wu
NV JO IR ||V |C|D
mIiInNnjlwWl|+|lUOIN|IC|N

24 ﬁ
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Dari tabel di atas dapat kita lihat yang menjadi unsur satuan adalah
{1,3,5,7} dengan unsur kesatuan 1.

Sehingga dapat kita simpulkan bahwa unsur satuan dari ring
<Z_n, +,> adalah prima relatif terhadap n.

Contoh 1.18:

Tentukan semua unsur satuan dan unsur kesatuan dari ring

Penyelesaian:

Z,%xZ,={0,1,2} x{0,1,2,3,4,5}
=1(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4),

(1,5), (2,0), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4, (2,5)}

Tabel 1.10. Tabel Cayley Operasi Biner Perkalian pada (Z,xZ,)

¢ |(0,0){(0,1)

(0,2)

(0,4)

(0,5)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

15

(2,0)

(2,1)

(2,2)

2,3

(2,4)](2,5)

(0,0)1(0,0) {(0,0)

(0,0

(0,0)

(0,0

(0,0

(0,0)

(0,0

(0,0

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)((0,0)

(0,1){(0,0) ((0,1)

0,2)

0.4

0,5)

(0,0

(0,1)

0,2)

0,3)

(0,4)

(0,5)

(0,0)

0,1)

(0,2)

0,3

(0,4)|(0,5)

(0,2){(0,0)1(0,2)

0,49

(0,2)

0,4

(0,0)

(0,2)

0,4)

(0,0)

(0,2)

(0,4)

(0,0)

0,2)

(0,4)

(0,0)

(0,2)((0,4)

(0,3)(0,0){(0,3)

(0,0

0,0)

0,3)

(0,0)

(0,3)

0,0)

(0,3)

(0,0)

0,3

(0,0)

0,3

(0,0

(0,3)

(0,0){(0,3)

(0,4))(0,0) (0,9

(0,2)

0.4

(0,2)

0,0

(6,4)

0,2

(0,0)

(0,4)

0,2)

(0,0)

(0,4

(0,2)

0.0

(0,4)

(0,5)((0,0)|(0,5)

0,9

0,2

(0,1)

(0,0

0,5)

0,4)

0,3

(0,2)

0,1

(0,0)

(0,5)

(0,4

0,3

(0,2)

(1,0){(0,0)|(0,0)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(1,0)

(1,0)

1,0

(1,0)

(1,0)

(1,0

(2,0)

(2,0)

(2,00

(2,0

(2,0

(1L,1)[(0,0)|(0,1)

(0,2)

0.4

(0,5)

1,0

(1,1

1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

(2,0

(2,1)

(2,2)

(2,3)

2,4)

(1,2)((0,0){(0,2)

(0,4)

0,2)

(0,4)

(1,0)

(1,2)

(1,4)

(1,0)

(1,2)

1.4

(2,0)

(2,2)

(2.4

(2,0)

(2\2)

(1,3){(0,0)|(0,3)

(0,0

0,0)

(0,3)

(1,0)

(1,3)

(1,0)

(1,3)

(1,0)

(1,3)

(2.0)

(2,3)

(2,0)

(2,3

(2,0)

(1,4)((0,0)|(0,4)

(0,2)

(0,4)

(0,2)

(1,0

(1,9)

(1,2)

(1,0

1,4

(1,2)

(2,0

2,49

(2.2)

(2,0

(2.4)

(1,5)((0,0)((0,5)

0,4

0,2)

(0,1)

(1,0)

(1,5)

(1,4)

1,3)

(1,2)

(1,1)

(2,0)

(2,5)

29

(2,3)

(2,2)

(2,0){(0,0)|(0,0)

(0,0

(0,0)

(0,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(2,0)

(1,0)

(1,0)

(1,0

(1,0)

(1,0)

(2,1){(0,0){(0,1)

(0,2)

(0,4)

(0,5)

(2,0)

(2,1)

(2,2)

(23

(2,4)

(2,5)

(1,0

(1,1

(1,2)

(1,3)

1,4

(2,2){(0,0){(0,2)

(0,4)

0,2)

0,4

(2,0)

(2,2)

(2,4)

(2,0)

(2,2)

(2.4)

(1,0)

(1,2)

1.4)

1,0)

1,2)

(2,3)[(0,0){(0,3)

(0,0)

(0,0)

(0,3)

(2,0)

(2,3)

(2,0

(2,3)

(2,0)

(2,3)

(1,0)

(1,3)

(1,0

(1,3)

(1,0)

(2,4)(0,0){(0,4)

0,2)

04

(0,2)

(2,0)

(2,4

(2,2)

(2,0)

(2,9

(2,2)

(1,0)

1,4

(1,2)

(1,0)

(1,4)

2,5
)@) (0,5)

(0,4)

(0,2)

(0,1)

(2,0

(2,5)

(2,4

2,3)

(2,2)

(2,1)
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. denga
Unsur satuannya adalah (1,1), (1,5), (2,1), dan (2,5) an unsur
kesatuan adalah (1,1).

Teorema 1.2:

Andaikan R ring dengan unsur kes
satuan yang berada di ring R membentu
Bukti: Andaikan G himpunan semua unsur satuan di R, maka: karena G
berada di R maka operasinya jelas biner, sehingga kita tinggal membukti-
kan apakah unsur satuannya asosiatif:

1) Asosiatif, sebab operasi perkalian asosiatif, dan unsur identitasnya
adalah 1 (unsur kesatuan).

2) Untuk setiap acG, maka aa! =a™' a=1,jadia’ €G

3) Bila g hegG, akan diperlihatkan gheG

Jika g, heG, maka g!, h''eG

Perhatikan h’ g'e R, akibatnya (gh)(h? g)=1 jadi gheG

geG—-gleG

h € G— h' e G, sehingga

gheG—=(gh)'leG

Karena gh € G — (gh) (k' g')=1

(h'g')(gh)=1

atuan 1, himpunan semua unsur
k grup dengan operasi perkalian,

RANGKUMAN

1. Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang memenuhi dua operasi
biner terhadap penjumlahan dan perkalian.

2. Sebuah himpunan R yang tidak kosong dengan operasi biner + dan

. dikatakan sebuah Ring (Gelanggang) jika memenuhji aksioma-aksio-
ma berikut:

a. <R,+ ) merupakan sebuah grup abelian
b. <R,> merupakan sebuah semigrup (
ner )
¢. Va, b, ceRberlakua - (b+¢)=qp+ acd
3. Sebuah ring yang komutatif terhad
gang) Komutatif, Atau dengan kat

komutatif terhadap operasi - mak
Komutatif,

- Misalkan R adalah ri m nid
4 ! ah ring, sebuah e] ut elem
g ' eémen eeR diseb identitas
Jika ea=a=ae untuk semua aeR Fclemen ide |

assosiatif terhadap operasi bi-

an (a+b) -c=ac+bc

ap operasi - dikatakan ring (Gelang-
a lain, jika <R, +,-> adalah semigrup
a <R, +,> disebut ring (Gelanggang)

. o
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BAB | * RING (GELANGGANG)

Sebuah ring R disebut ring dengan identitas jika mempunyai sebuah
identitas.

Jika <R,-> adalah monoid dengan unsur identitas 1, maka ring <R, +,->
dikatakan Ring dengan unsur kesatuan (ring dengan unity) yakni jika
terdapat satu unsur yang dinotasikan dengan 1 sedemikian sehingga 1
-a=a -1 untuk setiap a anggota R, maka kita sebut ring dengan unsur
kesatuan, dan unsur 1 disebut sebagai unsur kesatuan (unity).
Andaikan R adalah ring dengan unsur kesatuan 1. Satu unsur
a=0eR dikatakan unsur satuan (unit) bila terdapat b=0€R sehingga
ab=ba=1.

8. Andaikan R ring dengan unsur kesatuan 1, himpunan semua unsur
satuan yang berada di ring R membentuk grup dengan operasi perka-
lian.

LATIHAN

1. Misalkan <Z,,,+,> merupakan himpunan bilangan bulat modulo 10
dengan operasi penjumlahan dan perkalian. Buktikan bahwa<Z,,+,>
merupakan ring (gelanggang).

2. Misalkan M = {a + b\/Z_I a,b e Q} terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian biasa, apakah <M, +,> merupakan ring?

3. DiketahuiC = {(a,b)la,b € Real} operasi-operasi penjumlahan dan per-
kalian pada didefinisikan sebagai berikut:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad+ bc)

a. Apakah C suatu Ring?

b. Apakah C suatu Ring Komutatif?

4. Apakah T={2y+ 3|yeZ} terhadap operasi penjumlahan dan perkalian
merupakan Ring?

5. Jika S={1, 2, 3, 4} dan P(S) adalah himpunan kuasa dari S, maka
buktikan bahwa <P(S),+,> merupakan ring (gelanggang) komutatif
dengan kriteria:

A+ B=(AUB) - (AnB)
A-B=ANB
a b .
6. Selidiki apakah M = {(C d)|a,b,c,d € Z} merupakan ring komutatif

Pk

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks.
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7. Selidiki apakah <Z,x 7, > merupakan ring komutatif untuk operas

mj alyan dan perkalian.
penjumlahan dan | - . |
8. Berikan 1 contoh ring komutatif dan 1 contoh bukan ring komutatif,

9. Tentukan unsur satuan dan unsur kesatuan dar{ rfng L+,
10. Tentukan unsur satuan dan unsur kesatuan dari ring <st Zs>

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

Banyak jawaban yang benar <10
Banyak soal

0%

Tingkat penguasaan =

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari
dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) : Kategori
90 - 100 Sangat Baik
80 -89 Baik
70-79 Sedang
=69 Kurang

Jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan materi = 70%,
maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka

mahasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
utama pada materi yang belum dikuasai.
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DAERAH INTEGRAL DAN FIELD

' Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, maka diharapkan mahasiswa dapat me-
ngetahui dan mengaplikasikan definisi dari daerah integral, field, dan karakteristik

Ring.

|
|

' Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan materi terkait definisi terbentuknya suatu daerah
integral, field, dan karakteristik ring, maka mahasiswa dapat:

Menjelaskan definisi dari unsur pembagi nol (devisors of zero).

Menijelaskan definisi dari daerah integral (integral domain).

Menjelaskan definisi idempoten dan nilpoten.

Menjelaskan definisi field (lapangan).

Menijelaskan definisi karakteristik ring.

Mengidentifikasikan suatu ring komutatif yang merupakan daerah integral
atau bukan.

Mengidentifikasikan suatu ring komutatif yang merupakan field atau bukan.

h. Menentukan idempoten dan nilpoten dari ring komutatif.
Memberikan contoh dan bukan contoh dari daerah integral dan field.

e anop

'Deskripsi Singkat:

Daerah integral (integral domain) adalah suatu ring komutatif dengan unsur ke-
satuan yang tidak memiliki unsur pembagi nol (devisors of zero). Sedangkan field
adalah ring komutatif dengan unsur kesatuan dan setiap unsur yang tidak nol me-
miliki invers. Pada bab ini, akan dibahas mengenai sifat-sifat dasar unsur pembagi
nol (devisors of zero), daerah integral (integral domain), idempoten dan nilpoten,

field, serta karakteristik ring.
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2.1 DAERAH INTEGRAL
Definisi 2.1

Suatu unsur a= 0 pada suatu ring komut

pembagi nol (devisors of zero) bilamana ter
hingga ab=0

atif R, disebut sebagai unsur
dapat suatu unsur b=0 se-

Contoh 2.1:

Ring <Z.,,+,-> maka unsur-unsur 2, 3, 4, 6 masing-masing adalah unsur
122 70 o e _
pembagi nol. Hal ini disebabkan (2)(6) =0; (3)(4)=0; (4)(3)=0;(6)(2)=0
Definisi 2.2
Suatu ring komutatif D dengan unsur kesatuan yang tidak mempunyai

unsur pembagi nol (devisors of zero) disebut sebagai daerah integral (in-
tegral domain).

Contoh 2.2;

Z,+,2; <Z,+,>; <Z,+,> dengan n bilangan prima merupakan daerah
integral (integral domain).

Contoh 2.3:

Ring dengan bilangan bulat Z adalah suatu integral karena untuk setiap x,
y€ Z, persamaan xy =0 dipenuhi hanya apabila x=0 atay y=0.

Contoh 2.4:
Ring Z[i]={a + bi|a, b € Z} merupakan daerah integral.
Contoh 2.5:

Ring Z[\E] = {a+b\/§|a,b € Z}

Mmerupakan integral domain.

Contoh 2.6:;

Ring Z dari bilangan bulat modulo
n nb . .
ketika n bukan prima. ukan merupakan intehral domain

vof
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rah integral:

Teorema 2.1:

Andaikan D adalah suatu daerah integral dan misalkan a,b,ceD de-
ngan a=0, jika ab=ac, maka b=c,

Bukti:

ab-bc¢ =0

a(b-¢) = 0 karena a=0, maka (b-c)=0 (Integral domain)
b-c =0

b =c¢ (terbukti)

Contoh 2.7:

Buktikan bahwa ring <Z , +,-> bukan merupakan daerah integral.

Penyelesaian:

z,={0, 1,2, 3, 4, 5}

Z, memiliki elemen pembagi nol yaitu:

32,3eZ,, 2= 0 dan 3=0, tetapi 2X3=0.

Sehingga terbukti ring <Z, +,-> bukan merupakan daerah integral.

2.2 IDEMPOTEN DAN NILPOTEN
Definisi 2.3

Suatu elemen a di ring R disebut idempoten jika a*=a. Suatu elemen
acR disebut nilpoten jika a"= 0 untuk semua bilangan bulat positif n.

Contoh 2.8:

Carilah semua unsur idempoten dan nilpoten dari ring <Z, +,->

Penyelesaian:

Misalkan diambil Z4={O,1,2,3} mod 4
0*=0-0=0
1’=1.1=1
22=2.2=0

w
no
Il
w
w
—
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ari ring <Z,,+,? adalah 0 dan 1. Adapun unsy;

mpoten d
S adalah 0 dan 2.

Maka unsur ide
nilpoten dari ring <Z, v

Contoh 2.9:

10 ,
Matriks M, _, dengan unsur A= ‘f‘ O} adalah idempoten.

penyelesaian:
Berdasarkan definisi 3, suatu unsur A di M, , disebut idempoten jika

A=A, yaitu:

1 0|1 0} 10
4 0/|4 0] [40
Sedemikian sehingga terbukti bahwa A*=A.

Contoh 2.10:

Z,={0, 1, 2, 3, 4, 5} adalah ring terhadap operasi biner penjumlahan dap
perkalian modulo 6. Maka unsur 0, 1, 3, dan 4 adalah unsur idempotep
sebab: ;

02=0
12 =1
32=3
42 =4
Contoh 2.11:

Z,={0,1, 2, 3, 4,5, 6,7} adalah ring terhadap penjumlahan dan perkalian
modulo 8. Maka unsur 0, 2, 4, dan 6 adalah unsur nilpoten, sebab:
02=0 ’ |

2=90
4 =0
6= 0
Contoh 2.12;

Tentukan semua unsur : .
pembagi nol, : .
<Z,XZ)> & idempoten dan nilpoten dari ring

Penyelesaian:

2,XZg={0,1, 2} x {0, 1, 2, 3, 4, 5}

32
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= {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4),
(1,5
(2.0)! (2\1)\ (2\2)\ (2.3). (2¢4)| (2.5)}

Tabel 2.1, Tabel Cayley dengan Operasi Biner Perkalian pada Z,»Z,

= N
0.0 ©D{ O] (0.3) (0] (0.5 (1L0) | (1,1] (1,2 (1, (1,4)|(1,6) | (2,0) |2, 1)|(2,2)| (23| (2] (2,5)

|
T(T\;(o,m (0,000 [(0.0)](0,0)[0,0)](0,0)[0,0){ (0,0)]0,0)| (0,0)| (0,01 0,0)|(0,0) | (0,0) | (0,0){ (0.0} (0,0)

@[ 0,1]0,2){(0,3){(0,){(0,5){ (0,00 (0,1)](0,2){ (0,3) [ 0,4)| (0,5){ (0,0) | (0,11 |(0,2) | (0,3) | (0.4 (0.5)

|

0,2) (0,0)(0,2){(0,4)](0,0)1(0,2) {(0,4){(0,0){(0,2)|(0,4){(0,0)](0,2){(0,4)](0,0) (0,2)[(0,4)](0,0)|(0,2)|(0,4)

0,9)]00[03)|©0,0/0,3)|(0,0{(0,3)](0,0){(0,3)|0,0){(0,3)|(0,0)|0,3) | (0,0)| (0,3) (0,0)](0,3)[(0,0)[(0.3)
—

0.9((0,0) (0,4){(0,2){(0,0)(0,4)|(0,2)|0,0){(0,4)|(0,2)|(0,0)| (0,4)|(0,2)| (0,0) | (0,4) | (0,2){ (0,0) (0,4){(0,2)

0,9){(0,0){(0,5){(0,4)](0,3){(0,2) ©,1{0,0]0,50,9)0,3]©0,2){0,1)|0,0)]0,5]0,4](0,3)]0.2)|(0.1)

(1,0/(0,0/(0,0){(0,0)|(0,0)](0,0)|(0,0)| (1,0 (1,0)| (1,0)| (1,0 |(1,0)|(1,0) | (2.0 (2,0)((2,0){(2,0){(2,0){(2,0)

W

1,1){(0,0)](0,1){(0,2){(0,3)|(0,4)|(0,5) | (1,0) | (1,1){(1,2) {(1,3) {(1,4) | (1,5) (2,0){ (2,1) (2,2)|(2,3)|(24|(2,5)

(1,2){(0,0)](0,2)[(0,4)(0,0)|(0,2){(0,4){ (1,0)|(1,2)|(1,4){(1,0)| (1,2)| (1,4)| (2,0){ (2,2) 2,9]2,0)((2,2)[(2.4

(1,3)((0,0){(0,3){(0,0){(0,3)(0,0)| (0,3)|(1,0){ (1,3) {(1,0){(1,3) {(1,0) 1,3)](2,0]2,32,0)[(2,3)(2,0){(23)

(1,4)(0,0)|(0,4){(0,2){(0,0)|(0,4)|(0,2)|(1,0){(1,4)|(1,2){(1,0)| (1,4) 1,2|e0|@9|2,2)|20]24|(22)

1,5)(0,0)/(0,5)(0.4)(0,3)|(0,2){ (0,1)| (1,0){(1,5)|(1,4){(1,3)|(1,2)| (1,1)| (2,0){ (2,5) (2,9((2,3)|(2,2)|(2,1)

2,0)(0,0){(0,0{(0,0){(0,0)](0,0){(0,0){(2,0)|(2,0) | (2,0){(2,0)|(2,0) |(2,0)| (1,0)| (1,0) (1,0){(1,0)|(1,0)|(1,0)

@0]0,0]0,1{0,2){(0,3)[0,4)((0,5)](2,0)|(2,1){(2,2)|(2,3)|(24)|(2,5)|(1,0| (1, D] (1.2) (1,3)|(1,9|(1.5)

2,2)(0,0)/(0,2)[0,4){(0,0{(0,2)](0,4)](2,0)(2,2)| (2,9 (2,0)|(2,2){(2:4|(1,0)|(1,2) | (1,4) (1,0((1,2)|(1,4)

2,3)](0,0)(0,3)/(0,0){(0,3){(0,0{(0,3)[ (2,00 (2,3)[ (2,0){(2,3){(2,0){(2,3)|(1,0)|(1,3) | (1,0) (1,3){(1,0{(1,3)

2.4)0,0)|0,4)[0,2[0,0[0,4](0,2)|(2.0)|(2,4)|(2,2)[(2,0)|(2,4)|(2,2)| (1,0) | (1,4)|(1,2)| (1,0) 1,9(1,2)

25)©0,00,5]0,4)(0,3]0,2]0,1)|20{25)]H|(23)|(2.2)|2D|1,0{1,5|1,4](1,3)1.2)|01

a. Unsur pembagi nol (devisors of zero) adalah:
(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (1,0), (1,2), (1,3), (1,4), (2,0), (2,2),
(2,3), (2,4) |
b. Unsur idempotennya adalah:
(0,0) karena (0,0)*=(0,0)
(0,1) karena (0,1)*=(0,1)
(0,3) karena (0,3)*=(0,3)
(0,4) karena (0,4)*=(0,4)
(1,0) karena (1,0)*=(1,0)
(1,1) karena (1,1)*=(1,1)
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(1,3) karena 1,3)*=(1,3)

(1,4) karena (1,4)*=(1,4)
¢.  Unsur nilpotennya adalah
d. (0,0) karena (0,0)* = (0,0)

93 LAPANGAN (FIELD)
Definisi 2.4:

Suatu ring komutatif F dengan unsur kesatuan dikatakan sebagai la-
pangan (field) jika setiap unsur tidak 0 (nol) adalah unsur satuan.

Penjelesan:

1. F dikatakan lapangan jika F sebuah gelanggang dengan unsur ke-
satuan, dan semua unsurnya satuan kecuali nol.

2. Lapangan (field) pasti merupakan daerah integral (integral domain).
Akan tetapi, daerah integral belum tentu lapangan (field).

3. Daerah integral tidak memiliki unsur pembagi nol (devisors of zero)
sehingga semua lapangan (field) pasti daerah integral.

4. Semua unsur satuan pasti tidak ada pembagi nol. Jika tidak ada pem-
bagi nol, belum tentu semua unsur satuan.

Contoh 2.13:
Buktikan bahwa <Z, +,.> merupakan sebuah lapangan (field)?

Penyelesaian:

Tabel 2.2. Tabel Cayley dengan Operasi Biner Perkalian pada Z,

Alw N | = |O|e
oc|lo|lo|]o|lo | o
2wl ]|l=m]|lo]| =
wl—|d|NMD]O|DN
N |lwW|O|W
=l |lw| s |O |

Selain
Karenal.lnsur 0e 25 semua unsurnya {1, 2, 3, 4} merupakan unsur satuan.

(1)(1)=1 sehingga 1" = 1

i oy

it
LU
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(2)(3)=1 sehingga 2! = 3
(3)(2)=1 sehingga 31 = 2
(4)(4)=1 sehingga 4" = 4

~ Dengan demikian, terbukti bahwa {Z,,+,.> merupakan sebuah lapang-
an (ﬁ(?ld)

Contoh 2.14:

Buktikan Z , dimana p = prima, maka <Z,+ "> merupakan lapangan (fi-
eld).

Penyelesaian:

Zp={0, a, a,a,, ...,a}; nep

a,, a, tidak mempunyai kelipatan. Akibatnya a, a,e z,=0,1,2,3, ...
Karena a,- a,=0, jika a, merupakan invers dari a,

a, merupakan invers satuan

a, merupakan invers satuan

Va; a= 0 merupakan unsur satuan.

~Z merupakan sebuah lapangan (field)

Contoh 2.15:
Misalkan Z, [i] ={a+bi| a, beZ}

={0,1, 2,i, 1+1i, 2+1, 2i, 1 +2i, 2+ 2i}
Di mana i?=-1. Ring dari bilangan bulat modulo 3. Semua elemen meng-
alami penjumlahan dan perkalian pada bilangan kompleks, kecuali koefi-
sien yang tereduksi modulo 3. Misal, -1 =2. Perhatikan Tabel 2.3 berikut:

TABEL 2.3. Tabel Perkalian Elemen Bukan Nol dari Z_[i]

. 1 2 i 1+i 2+i 2i 1+2i | 2+2i
1 1 2 i 1+i 2+i 2i 1+2i | 2+2i
2 2 1 2i 242i | 1+2i i 2+i 1+i
i i 2i 2 2+i 242i 1 1+i 1+2i
1+i 14+i 2+2i 2+i 2i 1 1+2i 2 i
2+i 2+i 1+2i | 2+2i 1 i 1+i 2i 2
pli 2 i 1 1+2i 1+i 2 2+ 2i 2+i
1+2i | 1+2i 2+i 1+4i 2 2i 2+ 2i i 1
2+2i | 2+2i 1+i 1+2i i 2 24i 1 2i

¢
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Contoh 2.16:

Pilangan riel merupakan lapangan (field)

Penyelesaian:

ac R dikatakan unsur satuan karena

Q. i l.dim."mﬂJ e R
a a

= Bilangan riel merupakan lapangan (field)

Contoh 2.17:

Buktikan bahwa bilangan kompleks merupakan lapangan (field)!

Penyelesaian:

Bilangan kompleks merupakan unsur satuan.
Ambil sembarang unsur, misal:
a+bi € C; dimana C= bilangan kompleks

(a +bi) ! ]:1

a + bi
(a+bi) l_xa_bi)=1
a+bi a-bi
~[ a-Dbi
a + bi =]
( ) az+b2]
: a bi
a + bi - =1
( ) a® + b? a2+b2)
a bi
Karena - eC
a? + b? a2+b2]

Maka a + bi merupakan unsur satuan,
Atau ambil sembarang unsur lain, misal: a +bieC

(a+bi)(aibi]:l

1 ( 1
arena e(C
a + bi

maka a+bi merupakan unsur satuan,

* Terbukti bahwa bilangan kompleks merupakan lapangan (field)
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contoh 2.18:
puktikan bahwa bilangan rasional Q(\/E ) = {a +by2|a,b e Q} merupakan

ﬁeld.

penyelesaian:
Misalkan diambil sembarang unsur a + b2 # 0 maka a- bJ2 #20.
sehingga dengan cara merasionalkan penyebut diperoleh:

1 [a—b\/iJ a-bJ2

2+bJ2 a-bv2 | a®-2p?
a -b
— + \/5
a?-2b* a?-2b*
di mana a?— 2b? adalah bilangan rasional yang tidak nol, sehingga:
a . -b 2

a® -2b*> a*-2b
Merupakan elemen Q(s/i) Hal ini menunjukkan setiap elemen Q(\/—Z_)
mempunyai unsur kebalikan (invers) terhadap perkalian Q(\E ) Sehingga
terbukti Q(\/E ) merupakan field.

Contoh 2.19:
Rinw Z dengan unsur kesatuan 1 bukanlah sebuah lapangan (field) karena

tidak mempunyai unsur satuan.

Penyelesaian:

Z = himpunan bilangan bulat
Ambil sembarang unsur, misal: a € Z

| .1
a.— =1.Akan tetapi— & Z
a a

Maka a bukan unsur satuan.
~<Z,+,> bukan lapangan (field)

Teorema 2.2.
Andaikan F adalah suatu lapangan, maka F adalah juga suatu daerah

integral.
o .
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Bukti:
Kita cukup membuktikan bahwa I tidak mempunyai unsur iembagl
‘ ] ) I A = m =
nol, yakni untuk sembarang x, y € I dengan x =0 dan xy=0, maka y=0.

Sekarang perhatikan sembarang x, y € F x#0 dan xy= 0 Karenlil II; ad.alah
aka setiap unsur tidak nol mempunyal unsur Ke alikan

suat lapangan, m .
atif terhadap operasi perkalian.

(invers) yang rel

Teorema 2.3:

Suatu daerah integral yang berhingga adalah suatu lapangan (field).

Bukti:

Andaikan D adalah suatu daerah integral, unsur kesatuan 1, karena D

berhingga. Misalkan: . .
1, a, a,, 4, ..., @, adalah unsur-unsur dari D, kita tinggal memperli-

hatkan bahwa setiap unsur tak nol dari D adalah unsur satuan. Untuk itu,
misalkan a adalah sembarang unsur tak nol di D, dan perhatikan hasil kali

antara a dengan unsur-unsur di D sebagai berikut:
a, aa,, aa,, aa,, ..., aa, dan (1, a,, a, ..., @) adalah suatu himpunan

yang sama. Hal ini berarti bahwa terdapat j dimana 1<j<n, sehingga aa,
= 1. Jadi, setiap unsur tak nol di D adalah unsur-unsur satuan, sehingga

D adalah suatu lapangan (field).

Teorema 2.4:
Untuk setiap bilangan prima P, Z adalah suatu lapangan..

2.4 KARAKTERISTIK DARI RING
Definisi 2.5.

Andaikan R adalah suatu ring, karakteristik dari ring R adalah sua-
tu bilangan bulat positif terkecil n sehingga: nx=x+x+x+x+...+x=0
untuk setiap xeR, bila tidak terdapat bilangan n yang demikian, maka R
mempunyai karakteristik 0.

Contoh 2.20:

P(A) dimana A = {0,1} mem i isti
’ punyai karakteristik 2 k
2@=@+®=(®u@)-(@m@) e

2 '?{?‘ﬂ f
i
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Contoh 2.21:

Z, = {0, 1, 2, 3} mempunyai karakteristik 4, sebab:
@)(0)=0

@(1)=0

@(2)=0

4)(3)=0

Setiap bilangan bulat, karakteristiknya = 0

Contoh 2.22:

Himpunan P(Z) adalah himpunan yang semua elemennya merupakan
himpunan bagian dari himpunan bilangan bulat Z. Operasi penjumlahan
X,Y dalam P(Z) didefinisikan sebagai:
X+Y=XuY)-(XnY)

dan operasi perkalian didefinisikan sebagai:

X -Y=XnY
Dalam hal ini, X + X = (XUX)-(XnX) =X-X= @ dengan & elemen nol da-
lam P(Z). Akibatnya P(Z) mempunyai karakteristik 2.

Teorema 2.5:

Andaikan R adalah suatu ring dengan unsur kesatuan 1, jika order
dari unsur 1 adalah tak hingga, maka R mempunyai karakteristik 0, jika
unsur 1 mempunyai order n, maka karakteristik dari R adalah n.

Bukti:

Jika unsur kesatuan 1 berorder tak hingga, maka tidak terdapat bi-
langan bulat n, sehingga n. 1=0, sehingga R mempunyai karakteristik 0.

Sekarang kita misalkan unsur kesatuan 1 beroder n, maka n.1=0, hal
ini berakibat untuk setiap xeR diperoleh:
nx =n(1x)

=1x+1x+..+1x

=(1+1+..+1)x

=(n.1)x

=0x

=0

39
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Teorema 2.6.
Bila D adalah suatu daerah integral, maka karakteristik dari D adalq},

0 atau suatu bilangan prima.

Bukti:

Untuk membuktikannya kita cukup mencari order dari unsur kesaty,.
an 1, bila unsur kesatuan 1 adalah tidak hingga, maka karakteristik dar;
D adalah 0, selanjutnya misal order dari unsur 1 adalah bilangan n yang
bukan prima, misalkan saja n = km dengan k <n dan m<n, maka:

n.a = (km).1
= (k.1)(m.1)
=0
Karena D adalah suatu daerah integral, maka D tidak mempunyai un.

sur pembagi nol.

Contoh 2.23:
Persamaan x>-4x + 3=0 dalam bilangan bulat. Kita akan mencari semua
solusi dengan pemfaktoran sebagai berikut:

x2f4x +3=(x-3)(x-1)=0

dan atur setiap faktor yang sama dengan 0. Akan tetapi perlu dicatat bah-
wa ketika kita dapat mencari semua solusi dari cara ini, kita menggunakan
fakta bahwa hanya cara untuk menghasilkan sama dengan 0 adalah salah
satu dari pemfaktoran yang menjadi 0. Kita menggunakan Z sebagai dae-
rah integral. Dalam Z ,, ada banyak elemen bukan nol yang menghasilkan
0, yaitu:

2.6=0;3-4=0;4-6=0;6-8 =0, dan sebagainya.

Lalu, bagaimana kita mencari semua solusi dari x>~4x+3=0 dalam Z,,?

Cara yang mudah dengan mencoba setiap elemen. Kita menemukan ada
empat solusi, yaitu: x=1, x=3, x=7, dan x=09.

Kemudian, kita akan mencari semua solusi dari x>-4x+ 3 =0 pada Z  atau
Z,,, katakan dengan mengatur dua faktor x-3 dan x-1 sama dengan 0.
Tentu dengan alasan ini ring tersebut merupakan daerah integral.

40

Scanned with CamScanner



NAR ) o [DHAFPAITIFITECEAL DALLFIELDD

srikut ini akan dibey . )

Buu!(n . ,-i‘ ,. :\ diberikan label 2.4 yang memberikan rangkuman dari
beberapa ring yang telah kiy ketahui dan sifat-sifatnya

Tabel 2.4, Rangkuman Ring dan

———————EEE————————————

Sifat-Sifatnya

———— e

Ring Bentuk Elemen Unsur | o
Komutat Daerah g NEE
R k satuan ati Integral Field teristile
7 .
ot 1 Ya Ya Tidak 0
- ab ¢ |
Z,, h gaoungan k 1 Ya Tidak Tidak n
: AR :
7,‘__ p prima k 1 Ya ¥ Y
: a a p
Zlx] &%t +a x+a, flx)=1 Ya Ya Tidak 0
nz,n>1
nk Kosong Ya Tidak Tidak 0
M, (Z) i
2 [a b} 10 Tidak Tidak | Tidak 0
c d 01
M, (22) 2a 2b Kosong Tidak Tidak | Tidak 0
2c 2d
Z[i] a+bi 1 Ya Ya Tidak 0
Z, [ a+bi; a, bez, 1 Ya Ya Ya 3
Z[‘E] a+ b\/i;a,b eZ 1 Ya Ya Tidak 0
Q[\E] a+by2;a,beQ 1 Ya Ya Ya 0
Z®Z (a, b) (1,1) Ya Tidak Tidak 0

Bukti:

Diserahkan kepada pembaca sebagai latihan.

RANGKUMAN

1. Suatu unsur a=0 pada suatu ring komutatif R, disebut sebagai unsur
pembagi nol (devisors of zero) jika terdapat suatu unsur b= 0 sehingga
ab=0.

2. Suatu ring komutatif D dengan unsur kesatuan yang tidak mempunyai
unsur pembagi nol (devisors of zero) disebut sebagai daerah integral
(integral domain).

3. Andaikan D adalah suatu daerah integral dan misalkan a, b, ceD de-
ngan a=0, jika ab=ac, maka b=c.

4, Suatu elemen a di ring R disebut idempoten jika a*=a. Suatu elemen
acR disebut nilpoten jika a"=0 untuk semua bilangan bulat positif n.

41
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&I

¢

10.

Suatu ring komutatif F dengan unsur kesatuan dikatakan sebagai |a-

pangan (field) jika setiap unsur tidak 0 (nol) merupakan unsur satuan,

Atau dengan kata lain:

a. I dikatakan lapangan jika I sebuah gelanggang dengan unsur ke-
satuan, dan semua unsurnya satuan kecuali nol.

b. Lapangan (field) pasti merupakan daerah integral (integral doma-
in). Akan tetapi, daerah integral belum tentu lapangan (field).

¢. Daerah integral tidak memiliki unsur pembagi nol (devisors of
zero) sehingga semua lapangan (field) pasti daerah integral.

d. Semua unsur satuan pasti tidak ada pembagi nol. Jika tidak ada
pembagi nol, belum tentu semua unsur satuan.

Andaikan F adalah suatu lapangan, maka F adalah jjuga suatu daerah

integral. ’

Suatu daerah integral yang berhingga adalah suatu lapangan (field)

Untuk setiap bilangan prima P, Z adalah suatu lapangan.

Andaikan R adalah suatu ring dengan unsur kesatuan 1, jika order

dari unsur 1 adalah tak hingga, maka R mempunyai karakteristik 0,

jika unsur 1 mempunyai order n, maka karakteristik dari R adalah n.

Bila D adalah suatu daerah integral, maka karakteristik dari D adalah

0 atau suatu bilangan prima.

LATIHAN

1.

42

Manakah dari ring berikut yang merupakan daerah integral (integral
domain). Berikan alasan Anda!

a. <Z,,+,»

b. <Z,,+,>

e <Z33, +,->

d. <Z,+,>

Tentukan semua unsur pembagi nol (devisors of zero), idempoten dan
nilpoten dari ring <Z, X Z,>.

Tentukan unsur idempoten dan nilpoten pada ring berikut:

a. <Zl SHTITE)

b. <Z,,+,>

Tentukan apakah ring komutatif berikut merupakan lapangan (field)
atau bukan:;

a. <Z,+

b. <Z,+

c. U+
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(l- <7'”\ + >
C. <7‘|5| + '>
Misalkan R={0, 2, 4, 6, 8} dalam operasi biner penjumlahan dan per-
kalian modulo 10. Buktikan bahwa adalah R sebuah lapangan (field).

o

iketahui R ad; - # 9
6. Diketahui R ac alah himpunan semua matriks berbentuk X 0 de-

ngan x bilangan real. R merupakan ring terhadap operasi biner pen-
jumlahan dan perkalian matriks. Apakah R merupakan lapangan (fi-
eld)?

7. Cari unsur pembagi nol dalam Zz, [i]={a+bila,be A

8. Cari unsur idempotent dalam Z[i]={a+bila,b e Zs}

9. Temukan semua solusi dari x*-x+2=0 dalam Z,.
10. Temukan semua solusi dari persamaan x*-5x + 6 =0 dalam Z,,.

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

Banyak jawaban yang benar <100%
Banyak soal

Tingkat penguasaan =

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari

dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) - Kategori
90-100 Sangat Baik
80 -89 Baik
70-79 Sedang
<69 Kurang

Jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan materi= 70%,
maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka
mahasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-

utama pada materi yang belum dikuasai.
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SUBRING

Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, mahasiswa diharapkan dapat mengeta-
hui dan mengaplikasikan teori terkait subring dan sentral suatu gelanggang.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan terhadap definisi terbentuknya suatu subring dan
sentral suatu gelanggang, maka mahasiswa diharapkan dapat:

a. Menjelaskan definisi dari subring dan sentral suatu gelanggang.
b.  Mengidentifikasikan sebuah ring yang merupakan subring atau bukan.
c. Mengidentifikasikan sebuah ring yang merupakan sentral suatu gelanggang.
d. Menentukan semua subring dari suatu ring.
e. Memberikan contoh dan bukan contoh dari subring.
Deskripsi Singkat:

Himpunan $S dikatakan subring dari R jika S juga merupakan ring pada operasi
penjumlahan dan perkalian yang sama dalam ring R, dengan S merupakan him-
punan bagian tak kosong dari ring R. Pada bab ini akan dijelaskan terkait persya-
ratan terbentuknya suatu ring dan sentral suatu gelanggang.

3.1 PENGERTIAN SUBRING
Definisi 3.1

Misal, S merupakan suatu himpunan bagian yang tidak kosong da-
lam ring <R, +,", maka himpunan S dikatakan Subring dari R jika S juga
merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian yang sama

pada ring R. Dengan demikian, subring merupakan suatu ring di dalam
suatu ring.
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Contoh 3.1:

1) Ring <Z, +,> merupakan subring dari <Q,+,> , <R,+,> dan <C, +,->
2) Ring <Q,+,> subring dari <R, +,:> dan <C,+,>

3) Ring <R, +, > subring dari <C, +,>

4) 27 subring dalam ring <Z, 4+,

5) Himpunan matriks segitiga atas

ay @y 43
'13;\:%(1{)2 A= 0 ay ay |‘111"112:a13"122»‘123»033GRJ
0 0 agy

Merupakan subring dalam <M, , (R),+,>
6) Himpunan matriks diagonal

a; 0 O
Ds.5 (R) =1A=1 0 ay O |a11,a22,a33 €R
0 0 as

Merupakan subring di <M, _, (R),+,»

Berdasarkan definisi subring di atas, dapat ditarik kesimpulan bahwa
suatu himpunan bagian dari suatu ring <R, +,> dikatakan ring jika dan
hanya jika:

1. Pada operasi penjumlahan (+)
<S, + > juga merupakan grup abelian (komutatif)
2. Pada operasi perkalian (.)
<S,> bersifat asosiatif, yaitu
Vs, s, 5, € S berlaku (s, -s,) - 5,= s,* (5," 5,)
3. Pada operasi keduanya (penjumlahan dan perkalian)
<S, +, bersifat distributif kiri dan distributif kanan, yaitu:
Vs, s, 8, € S berlaku distributif kiri s, - (s,+s,)=C(s,"s,)+ (s,-s,)

Vs, s,, s, € S berlaku distributif kanan (s,+s,) ' s,=(s," $;)+ (s, s)

Hal ini dapat dengan mudah dibuktikan bahwa:
1. Syarat 1, ekuivalen dengan menyatakan bahwa S merupakan subgrup
dalam grup <R, +) , hal ini ekuivalen dengan terpenuhinya:

(vs,, s,€58) —=(s-s,) € S
2. Syarat 2, asosiatif yang pasti terpenuhi oleh sembarang himpunan
o W 4
46 zl
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bagian dari R. Terhad

ap operasi perkalian ‘ liperil
i ' ' .) yang harus diperiksa
adalah sifat ketertutuyp (.) yang he p

an, yakni:
(\/s|, §,68) —» (s|~s)) EINY
3. Syarat 3, distributif yang jug

‘ a pasti terpenuhi oleh sebarang himpun-
an bagian dari R,

Untuk membuktikan suaty subhimpunan tak kosong dari suatu ring
merupakan subring, kita perly menyelidiki syarat-syarat supaya sub-
himpunan tersebut menjadi ring. Jika diperhatikan lebih seksama, sya-
rat berlakunya sifat assositaif, distributif, bisa kita abaikan karena sudah
terwarisi dari sifat ringnya. Di samping itu, jika ditinjau dari operasi pen-
jumlahannya, suatu subhimpunan merupakan subring maka terhadap

operasi penjumlahan subhimpunan tersebut merupakan subgrup. Dengan
adanya fakta ini, diperoleh Teorema berikut ini.

Teorema 3.1

Jika SCR, dan S= @, S dikatakan subring dari R jika dan hanya jika:

a) Vx,ye Smaka (x -y)eS
b) Vx, yeS, maka xyeS
atau cukup diperlihatkan:

a) Va, beS — (a+b)eS

b) VaeS — -aeS

Bukti:
VX, yeS—(x-y)eS
Akan dibuktikan

() + (=) =0
(=) + ((1)-)=0

(x=y)+ (y-x)=0
x-y+y-x=0
x+0-x =0

x-x =0

0=0 (Terbukti)
Invers dari (x-y) adalah (x-y)™

Bukti: |
VX,y e S = xye S
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Akan dibuktikan

xy+0=xy

xy+(xy—xy)
xy +xy=xy+xy
xy+xy=x(y+}’)

=xy

Distributif

Bukti:
S dikatakan subring dari R, jika:
a) Va, beS— (a+b)eS (tertutup)

b)

VaeS — -aeS (invers penjumlahan)

Akan dibuktikan

a)
b)

Jelas tertutup
VYaeS — -aeS

Apakah 0 (identitas) termuat dalam S

YaeS — -aes
Va, beS — -(a+b)eS dan a+beS

Apakah -(a+b)+(a+b)=0

—a-b+a+b=0
-a+a-b+b=0
0=0

OeS

Terbukti bahwa S sebuah subring.

Contoh 3.2:
: 0
Buktikan bahwa K = [ z O},Va,b e Z merupakan subring dari R = M, ,(Z)

Penyelesaian:

a)

48

Buktikan VA,Be K —(A-B)eK

Ambil sembarang unsur, misal A = |iz g

ey e o )

Jlka Va, ceZ—a-ceZ
jika Vb, deZ—b-deZz

a-c 0]
eK

akibatnya
b-d 0

B=|" OVb d
’—do;a:,C,EZ
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b) Buktikan VA, BeK — A - BeK

Ambil sembarang unsur, misal A = [7 8];3 = [CI g],Vﬂ’b’C’d €Z
) (

a 0||c 0] [ac 0
‘B = . & g
Al [h 0] [d 0} L’C O}knrum

Ya, ceZ — acelZ
Vb, ceZ — bceZ

. 0
Akibatnya | %€
[bc 0|° K
~ Terbukti bahwa K subring R

Contoh 3.3:

Misal Z,={0, 1, 2, 3} merupakan suatu ring, buktikan bahwa S={0, 2}
adalah subring dari Z,

Penyelesaian:

Akan dibuktikan S= {0, 2} memenuhi syarat dari ring.
1) Buktikan Va,b e S — (a-b) € S
Misal, a=2;b=0, Va,b € S
Akibatnya a-b=2-0=2¢ S
2) Buktikan Va,beS—a-beS
Misal, a=2; b=0, Va,b e S
Akibatnya a-b=2-0=0¢€¢S
. Terbukti bahwa S adalah subring dari Z,

Contoh 3.4:

Buktikan bahwa himpunan S={0, 6} memenuhi sifat tertutup terhadap
operasi perkalian tetapi bukan merupakan ring bagian (subring) dari Z, .

Penyelesaian:
z,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Akan dibuktikan bahwa S={0,6} memenuhi syarat terbentuknya suatu
ring.
a) Akan dibuktikan Va, b € S —(a-b) € S
Misalkan a=0; b=6,Va,b € S
Akibatnya a-b=0-6=-6 ¢ S

49
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v s beES
B Akan dibuktikan \/q. hi .s, ,q
Misalkan a=0; h=06,Va, b ‘-';‘
Akibatnya a- he=0 6=0 ¢

. s ' A

Contoh 3.5: ot b
Tunjukkan bahwa Q(\/ﬁ) = {a + b\/ﬂu,b € Q} merupa

relesaian:
f)en/ikan dibuktikan Va,be Qy3 = (a-b)e QV3
| Misalkan a =q, + blx/g;b =a, +b2\/§ ,Va,be Q3
Akibatnya a-b = (al + bl\/g) ~ (a2 + b2\/—3_)
=(a —a2)+(b1 —bz)\/ge QV3
b) Akan dibuktikan Va,be QY3 - a-be Q43
Misalkan a = aq, +le§;b =a, +b2J§ ,Va,be Q\/g
Akibatnya a-b = (al + blx/§)-(a2 +b2\/§)
= (a,a,) +(a1b2)\/§ + (azbl)\/§ +3(byb,)
=(@,a, +3b;b, ) +(ayb, + ayb, )\/§€Q\/§
= Terbukti bahwaQ(\E ) = {a +bJ3 la,be Q} merupakan subring dari R.

Contoh 3.6:

Misalkan E adalah himpunan bilangan genap. Buktikan bahwa E memben-
tuk subring dari himpunan bilangan bulat Z,

Penyelesaian:

E={2k|keZ} merupakan himpunan yang tak kosong, Sekarang, buktikan
bahwa E memenubhi sifat tertutup pada operasi perkalian dan pengurang-
an,

i) Akan dibuktikan tertutup terhadap pengurangan
Karena (2m)-(2n)=2(m - n) der

18an m - n bilangan bulat (Z tertutup
terhadap operasi pPengurangan), sehingga dalam E,
i)  Akan dibuktikan tertutup te

: rhadap operasi perkalian
Ambil sembarang unsur, misal a=2m, p= 2n, Va, beE
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] « . an

masih dalam E.

. Terbukti bahwa himpunan bilang;: e ‘ ‘-
i | punan bilangan genap subring dari Z.

Kita dapat menggambarkan hubungan antara sebuah ring dengan ber-
pagai subringnya melalui diagram lattice subring. Dalam dia’gmm)itu se-
tiap ring adalah subring dari semua ring yang dyihubungkan dengan ;atu
atau lebih garis ke atas. Gambar 3.1 menunjukkan hubungan di antara
peberapa ring yang telah kita diskusikan.

C

|
. _ R
Z[i] = {a + bila,b € 7) — | )ﬁ = {a + bVZ|a,b € Q}

— RS e
\ \
10Z 47 67 9Z

8Z 122 182

Gambar 3.1. Diagram Lattice Subring Parsial dari C

Teorema 3.2

Jika S, dan S, masing-masing subring dari suatu ring R, maka S,NS,

juga merupakan subring dari R.

Bukti:
S,nS,CR
Karena S, subring dari R, maka 0€S;.
Karena S, subring dari R, maka 0eS,.
Jadi, 0€8,nS,
§nS,=0
Ambil sembarang a, beS,NS,
maka a-beS, dan abeSs,
juga a-beS, dan abeS,
a-b € S, dan a-beS,—~a-beS NS,
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ab € S, dan abeS, —abeS,NS,
Jadi terbukti bahwa S§,NS, menupakan subring dari R.

3.2 SENTRAL SUATU GELANGGANG
Definisi 3.2

Misalkan R merupakan suatu ring,

gai sentral suatu ring, jika:
C=acR, ax=xa, VXeR

suatu himpunan C dikatakan seba-

Bukti:

1) Perhatikan 0eC
Ambil 0eR
0O-x=x-0
0=0
0eC
2) Ambil sembarang dua unsur dari C, misal ax dan bx, maka
ax=xa
bx=xb
Vax, bxeC — ax-bxeC
x(a-b)eC distributif kiri
ax-bx = (a-b)x distributi kanan

». C membentuk sebuah gelanggang

Contoh 3.7:

Buktikan bahwa R=<{Z, +,> merupakan sentral suatu ring

Penyelesaian:

Zz,={0,1, 2, 3}

Untuk a=1-1-R=1-{0,1, 2, 3}={0, 1, 2, 3} sentral
a=2—2-R=2-{0,1, 2, 3}={0, 2} sentral
a=3—-3-R=3-{0,1, 2, 3}={0, 3, 2, 1} sentral

Contoh 3.8:

Buktikan bahwa R=<Z,, +,?> merupakan sentral suatu ring
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penyelesaian

25{0’1’2}
3 ka:l,_,l'R=1'{09 152}={0)1!2}

] sentral
Un a=2-—.~2‘R=2'{0’1’2}={0’ 2}

sentral

contoh 3.9

uktikan bahwa R=<Z, +,? merupakan sentral suaty ring

Penyelesaian:

Zs__;{o) 12,3, 4}

Untuk a= 1-1-R=1-{0,1,2,3,4}={0,1,2,3,4} sentral
a=2—>2'R=2-{0,1,2,3,4} ={0,2,4,1,3} sentral
a=3—3'R=3-{0,1,2,3,4} ={0,3,1,4,2} sentral
a=4—4-R=4-{0,1,2,3,4}={0,4,3,2,1} sentral

jadi, semua bilangan bulat modulo n adalah sentral.

RANGKUMAN

1. Misal, S merupakan suatu himpunan bagian yang tidak kosong dalam
ring <R, +,?, maka himpunan S dikatakan Subring dari R jika S juga
merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian yang
sama pada ring R.

2. Jika SCR, dan S= @, S dikatakan subring dari R jika dan hanya jika:
a) Vx, yeS, maka (x-y)eS
b) Vx, yeS, maka xyeS

3. Jika S, dan S, masing-masing subring dari suatu ring R, maka
S,n S, juga merupakan subring dari R.

4. Misalkan R merupakan suatu ring, suatu himpunan C dikatakan seba-
gai sentral suatu ring, jika:

C=a € R, ax=xa,YxeR

LATIHAN

1. Misal Z, adalah suatu ring. Tentukan semua subring yang dibangun

oleh setiap unsur dari Z,
2. Diketahui bahwa himpunan M, , (R) merupakan ring terhadap ope-
rasi penjumlahan dan perkalian matriks. Buktikan bahwa himpunan

W 53

Scanne d with CamScanner



STRUKTURAL JARAR RING

10.

11

12,

13

54

a b )
matriks segitiga atas Ay (R) = ”0 . "”””C - R}mcrupakdn sub-

ring<M, , (R),+v=
Diketahui himpunan bilang

an bilangan cacah <Gy, >, Selidiki apakah <P,+,> merupakan

an prima <P, + > dan ring dari himpun-

subring dari <Gy +,>
Manakah dari ring berikut yang merupakan sentral suata ring (ge-

langgang):
a. <U,+,>
b. <Z,+,;>

Misalkan Q(Z) = {a +b\[2—|a,b € Q} maka buktikan bahwa Q(2) meru-
pakan subring dari R.

Buktikan bahwa Z (5) = tw b\/§|a,b eZ } merupakan subring dari R.
Jelaskan mengapa Z, bukan subring dari Z ,.
b .
Misalkan My, = {a d|a,b,c,d €z } merupakan Ring terhadap
c

operasi penjumlahan dan perkalian matriks. Selanjutnya, misal

0 -
S= {a la,be Z } Buktikan bahwa S adalah subring dari M,_,.
b 0

Buktikan bahwa Z (\/———1 ) - 7(i) = {a+bila,b e Z} merupakan subring
dari C.
Berikan masing-masing satu contoh dan bukan contoh dari sentral su-

atu gelanggang.
Misalkan M, (2) adalah ring dari matriks 2X2 dengan en-
tri-entri di dalamnya adalah bilangan bulat, dan misalkan

a b
R= {[a o a; ]Ia,b € Z}. Buktikan bahwa R adalah subring di M,

(2).

Misalkan M, (Z) adalah ring dari matriks 2X2 dengan en-
tri-entri di dalamnya adalah bilangan bulat, dan misalkan

R a a-b
“Nacp b la,be Z ;. Buktikan bahwa R adalah subring di M,
(2).

Misalkan M, (Z) adalah ring dari matriks dengan entri-entri di da-

lamn.Ya adalah bilangan bulat, dan misalkan R = {[a a}la,b eZ,.
Buktikan bahwa R adalah subring di M, (2).
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Tunjukkan bahwa 27 < 37 bukan subring dari 7.
Misalkan R adalah rving dengan unsur satuan 1. Tunjukkan bahwa

S={n-1n Z) adalah subring dari R.

Tunjukkan bahwa 71

a hy3 ' '
{ \ [a,h e R%:ulnl;nh subring dari M,
(R).

INEI
Tunjukkan bahwa F = {‘ll - bla,b € Zg } adalah subring dari M, (Z_ ).
) a - :

i ylx,y € Z} adalah subring dari M, (7).
-y x
Tunjukkan bahwa T={[0], [5]} adalah subring dari ring Z, .

Dalam ring Z bilangan bulat, tentukan yang mana dari himpunan ba-
gian Z berikut yang merupakan subring.

a) Himpunan bilangan bulat dengan bentuk 4k + 2, keZ

b) Himpunan bilangan bulat dengan bentuk 4k +1, keZ

¢) Himpunan bilangan bulat dengan bentuk 4keZ

Tunjukkan bahwa T = {

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,

maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi

dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

, Banyak jawaban yang benar
Tingkat = 100%
tngiat pengtiasaarn Banyak soal * ’

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari

dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) Kategori

Sangat Baik

90 - 100

80 - 89 Baik

70 -79 Sedang
= 69 Kurang
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an tingkat penguasaan materi > 70%
elanjutkan ke bab berikutnya. N amuy,

a2 berada pada rentang < 70%, mak
ulang materi pada bab inj, tex.

\ . atk
Jika mahasiswa mcnd;ll" t m
a
maka mahasiswa tersebut € ape

Sisw
jika tingkat penguasaan maha tuk meng
mahasiswa tersebut dianjurkan un

A dikuasai.
utama pada materi yang belum
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IDEAL

Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, mahasiswa diharapkan dapat menge-

tahui dan menentukan ideal, macam-macam ideal seperti: ideal principal, ideal
prima, dan ideal maksimal.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan mengenai definisi dan syarat terbentuknya ideal,

ideal principal, ring principal, ideal prima, dan ideal maksimal, maka diharapkan
mahasiswa dapat:

a. Menjelaskan definisi dari ideal kiri, ideal kanan, dan ideal.

b. Menjelaskan definisi dari ring principal.

c. Menjelaskan definisi dari ideal prima.

d. Menjelaskan definisi dari ideal maksimal.

e. Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal kiri atau bukan.

f.  Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal kanan atau bukan.

g. Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal atau bukan.

h.  Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal principal atau bukan.

i.  Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal prima atau bukan.

j-  Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ideal maksimal atau bukan.

k. Memberikan contoh dan bukan contoh dari ideal, ideal principal, ideal pri-
ma, dan ideal maksimal.

Deskripsi Singkat:

Ideal pada dasarnya dapat dibagi menjadi dua jenis, yaitu ideal tidak sejati (ideal
improper) dan ideal sejati (ideal proper). Sebuah ideal N dari ring R dikatakan
ideal tidak sejati jika N=R dan sebaliknya dikatakan ideal sejati jika N#R. Ideal
sejati terbagi menjadi dua jenis, yaitu ideal sejati trivial dan ideal sejati nontrivial.
N dikatakan ideal sejati trivial jika N={0} dan sebaliknya dikatakan ideal sejati
nontrivial jika N#R dan N#{0}. Secara umum, sebarang ring R memiliki minimal
dua buah ideal yaitu ideal tidak sejati (N=R) dan ideal trivial (N=_{0}).. Suatu ring
yang hanya tepat memiliki dua buah ideal adalah sebuah field (ingat juga bahwa
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sebuah field hanya memiliki dua buah subfield). Selain itu, ada. juga ideal yang me-
miliki karakteristik khusus, misalnya ada ideal proper )-/ang tidak termuat dalam
ideal proper lainnya (disebut ideal maksimal) dan ada |dea.I yang bersifat bahwa
setiap perkalian yang menghasilkan suatu elemen dalam |d<'3a| mal.<a salah_satu
faktornya pasti merupakan elemen dalam ideal tersebut (disebut ideal prima).
Pada bab ini, akan dibahas tentang ideal kiri, ideal kanan, syarat terbentuknya
ideal, ideal principal (ideal utama), ideal prima, dan ideal maksimal.

4.1 IDEAL

Definisi 4.1.

Misalkan <R, +,> adalah suatu Ring dan <S, +,? adalah Subring dari
R disebut Ideal Kiri jika VacS dan VreR berlaku raeS. Atau dengan kata
lain, misalkan <R, + ,?> adalah suatu Ring dan S = @ merupakan himpunan

bagian dari R atau SCR disebut Ideal Kiri, jika Va, beS dan VreR, ber-
laku:

i) a-beS
iil) a-beS
iii) raeS

Contoh 4.1:

R=M, (Z) matriks 2 X 2 dengan unsur-unsur matriks bilangan bulat. KCR

0
dimana K = [Z 0} Va,b e Z . Selidiki apakah K merupakan ideal kiri dari
R.

Penyelesaian:

i) Akan dibuktikan VA, BeK—A-BeK

. ; a 0 c 0
Ambil sembarang unsur misal A = [b ];B = [d 0],Va,b,c,d eZ
A_B- a O c O

“|b 0| |d o

_|a-c 0

“|b-d 0
jikaVa,ceZ—a-ceZdan

jikavb,deZ—b-deZ

58 b4 A
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b-d 0

ii) Akan dibuktikan VA, Be K- ABe K
Ambil sembarang unsur (seperti di atas), maka:

as<y ofla o f

ac O
= karena
{bc 0]

akibatnya {a —¢ 0} cK

Va,ceZ—acelZ
vb,ceZ—=bceZ

ac O
kibatnya K
akibatny [bc O]E

iii) Akan dibuktikan K ideal kiri dari R=M, (2)
VR € M, (Z) dan VA € K, maka RA € K

c O

T; T a
Ambil sembarang unsur R = [ ! 3} dan A = { 1
o Ty a,

|

Akan dibuktikan Ra € K

rn T 0
RA=|T T3 a;
n n;lla, O
an, +a,r, 0
_|%h 273 cK
ar, +ar, 0

Karena a, r, +a, r,ez dan ar,+arez maka Ra e K
~ Terbukti K ideal kiri dari R =M, (2)

Definisi 4.2.

Misalkan <R, +,> adalah suatu Ring dan <S, +,"> adalah Subring dari
R disebut Ideal Kanan jika VaeS dan VreR berlaku areS. Atau dengan
kata lain, misalkan <R, +,> adalah suatu Ring dan S= @ merupakan him-
Punan bagian dari R atau SCR disebut Ideal Kanan, jika Va, beS dan
VreR, berlaku: |

) a-bes
i) a-bes§
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Contoh 4.2:

i i an bulat. KCR
R=M, (lz) matriks 2 X 2 dengan unsur-unsur matriks bilang

|

di mﬂnﬂifl K= \:((1) g} va,b € Z . Buktikan bahwa K ideal kanan dari R.
\

|
Penyelesaian:
. \
i) Akan dibuktikan VA, Be K—~ A - Be I; y
a c
Ambil sembarang unsur misal A =[ }B = [0 O}Na,b,c,d ez

0 0
A—B:{a b}_[c d}
0 0 0 0
_|a-c b-d
| o 0

jika Va, c e Z — a—c € Z dan
jikavb,deZ—b-deZ

ibatara| S 2R
akibatnya | - 5

ii) Akan dibuktikan VA,Be K—A-B €K
Ambil sembarang unsur (seperti di atas), maka:

a bllc d
A-B= ;
0 0|0 O
ac ad
= karena
Va,ceZ »aceZ
\ Va,deZ >adeZ

| akibamya | % ek
€
akibatnya | =

|
|

iii) Akan dibuktikan K ideal kanan dari R=M. (2)
VReM, (Z) dan VA€K, maka AReK ’

Ambil sembarang unsur R = \:rl r3]dan A= [al 02} K
r, T. “lo =
Akan dibuktikan AReK ! 0
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a a. T; T
AR = 1 2 1 3
0 O, ry
@ tagn, agry +agry
- [ 0 o |<K

Karena a\r; +a,r, € Zdanary +a,r, € Z, makaAR € K

- Terbukti K ideal kanan dari R=M, (Z)

Definisi 4.3

Misalkan <R, +, adalah suatu Ring dan <S, +,"> adalah Subring dari
R disebut Ideal jika merupakan ideal kiri dan ideal kanan, yaitu Vae$S dan
VreR berlaku raeS dan areS. Atau dengan kata lain, misalkan <R, +,>
adalah suatu Ring dan S= () merupakan himpunan bagian dari R atau
SCR disebut Ideal, jika Va, beS dan VreR, berlaku:
i) a-beS
ii) a-beS
iii) raeSdanar e S

Contoh 4.3: ;
Buktikan bahwa K = {[: d} €M, (ZZ )} merupakan ideal dari R=M, (2)

Penyelesaian:
a) Akan dibuktikan A -B € K, VA, B € K
a, a b, b
Ambil sebarang unsur, misal A = Ll a2] dan B = { ! bz},VA,B eK
3 4
a; a by b, >
A-B= =
a; a,| |by by
_|a-b ay-b

Terbukti A-B e K
b) Akan dibuktikan A - B € K, VA, B € K

. (11 a?. = bl 2
Ambil sebarang unsur, misal A = dan B = b, b }’
(13 (14 3 4
VA,BeK

6l
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d)

/LB:[“’\ "z}-”l bz}
(13 (14 _113 b4

a,b, +ayby  ayby +ayby
asby +a,by  asb, +ayb,

Karena @b, +a,by,a;b, +ayby,azb; + ayby,a3b, +ab, € 2Z
Terbukti A - B € K
Akan dibuktikan K ideal kiri dari R atau RKeM, (22)

. a b
Ambil sembarang unsur, misal R = [p q] danK = L d] maka

r s
p qjla b
RK =
[r s}{c d}
_|ap+cq bp + dq
“lar+cs br+ds

karena ap + cq,bp +dq,ar +cs,br +ds € 2Z
terbukti K ideal kiri dari R

Akan dibuktikan K ideal kanan dari R atau KReM, (2Z)

: : P q a b
Ambil sembarang unsur, misal R = . danK = . d , maka

KR a b|lp q| |ap+br aq+bs
“|c d||r s| |cp+dr cq+ds
karena ap+br,aq+bs,cp+dr,cq+ds € 2Z

terbukti K ideal kanan dari R

- Terbukti bahwa K=M, (2Z) ideal dari R =M, (Z)

Contoh 4.4:
Buktikan bahwa N ideal dari R jika R=<Z_,+,> dan N=<0, 2, 4, 6>

Penyelesaian:

i)
ii)

62

Bukti N merupakan subring dari R (diserahkan kepada pembaca)
Akan dibuktikan N ideal kiri dari R atau rn € N
-N=N

Il

S I N O R
22|2|2
2222
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6:N=N

7 -N=N

| Terbukti N ideal kiri dari R ataurn e N

| jii) Akan dibuktikan N ideal kanan dari R atau nr € N
+1=N

Il

222223232
(@) I & ) BN - 60 B ()
Il
22222

. 7 =N
Terbukti N ideal kanan dari R atau nr e N
- Terbukti N ideal dari R.

Contoh 4.5:

Misalkan <Z, +,> adalah suatu Ring, maka himpunan bagian dari <Z, +,?
yaitu <2Z,+,, <3Z,+,?, <4Z,+,> dan seterusnya merupakan ideal dari

Z,+,).

Contoh 4.6:

Misalkan <Q, +,-> adalah suatu Ring, maka himpunan bagian dari <Q, +,?
yaitu <Z, +,”> merupakan ideal dari <Q, +,>.

Contoh 4.7:

R=M, (Z) matriks 2 X 2 dengan unsur-unsur matriks bilangan bulat. KCR

‘ 0
. dimana K = l:; O} Va,b e Z . Selidiki apakah K ideal dari R.

Penyelesaian:
i) Akan dibuktikan VA,Be K—>A-B €K

a 0 c O
Ambil sembarang unsur misal A = {b O}B = {d O],Va,b,c,d eZ
a 0 c O
A_B={b o]—[d o}
_|a-c 0
“lb-d 0
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iii)

64

jika Ya,ce Z »a-CE€ Z dan
jika Wh,dez »>b-deZ

"d-c 0
akibatnya | *° e K
y [b -d 0

Akan dibuktikan VA, B € K —~>/.1 B e K »
Ambil sembarang unsur (sepert] di atas), maka:

AB~ a 0 . c 0
b 0|(d O
ac O
= karena
{bc 0]

Va,ceZ s> acel
Vb,ceZ 5>bceZ

. ac 0
aklbatnya[ J eK
bc 0

Akan dibuktikan K ideal kiri dari R=M, (Z)
VR € M, (Z) dan VA € K, maka RA € K
a 0
Ambil sembarang unsur R = [rl rﬂdan A= [ : } e K
ry Iy 0
Akan dibuktikan RA € K

rRA-IT | @ 0
r, rylla, 0

ar, +a.r, 0

1h

=[ 218 JeK
ar, +a,r, 0

Karena ajn +a,ry € Zdan ar, + a,r, € Zmaka Ra € K

sehingga terbukti K ideal kiri dari R =M, (Z)

Akan dibuktikan K ideal kanan dari R =M, (2)

VR € M, (Z) dan VA € K, maka Ar ¢ K

Ambil sembarang unsur R = [rl rBJdan A= [‘11 0} cK
Ny T. a, O

Akan dibuktikan Ar € K ! 2

a Ojln r
AR =| 1 3
a, 0jjr, r

sid
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Sehingga K bukan ideal kanan dari R =M, (Z)

~ K bukan ideal dari R

Contoh 4.8:

R=M, (Z) matriks 2 x 2 dengan unsur-unsur matriks bilangan bulat. Kc R

a b
dimana K = [O 0] Va,b € Z. Selidiki apakah K ideal dari R,

Penyelesaian:

i)

iii)

Akan dibuktikan VA, Be K- A-B e K

b
Ambil sembarangunsurmisalAz[a };leic d],Va,b,c,deZ
0 0 00
a b c d
A-B-= —
0 0 00

_|a-c b-d
1o 0
jika Va, ceZ — a—-c € Zdan

jikavb, deZ—-b-deZ

—c b-
akibatnya a-c d =
0 0

Akan dibuktikan VA, Be K —-A-BeK
Ambil sembarang unsur (seperti di atas), maka:

[a b} [C d]
A-B= )
0O 0[]0 O
= [ac ad:’ karena
0O 0

Va,ceZ—-aceZ
Va,deZ—adeZ

akibatnya [ac ad] e K
0 0

Akan dibuktikan K ideal kiri dari R=M, (Z)
VReM, (Z) dan VA € K, maka RA € K

n Ty _ 0 ﬂ?_:’ K
i y = dan A = €
Ambil sembarang unsur R ["2 rJ [0 0
Akan dibuktikan RA € K
65
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RA = ‘rl ry || @ ”2]

r, ;]9 0

ar, ah
sehingga terbukti K bukan ideal kiri dari R=M, (2)

iv) Akan dibuktikan K ideal kanan dari R =M, (Z)
VReM, (Z) dan VA € K, maka Ar € K
AT lgana=|" 2lek

Ambil sembarang unsur R = _— anA=| o
Akan dibuktikan AReK

a, a,|ln T3
AR=| ! 2
0 0|l i
a,r, +ayry  Gi73 +ag,
_|@n . M3 TR g
0 0
Karenaa,r, +a,r, € Zdana,rs +ay7y € Z, maka AR € K

Sehingga K ideal kanan dari R=M, (2)
~. K bukan ideal dari R

Teorema 4.1

Misalkan R suatu gelanggang, N= @ N CR, N adalah ideal dari R jika
dan hanya jika:

(1) Va, aeN, maka (a-b)eN
(2) VaeN, VreR, maka areN dan raeN

Bukti:

Misalkan N adalah suatu ideal R, maka menurut definisi maka N
adalah subring R yang tentu saja memenuhi Va, acN maka (a-b)eN dan
YaeN, VreR berlaku areN dan raeN. Sebaliknya, apabila a, aeN maka
menurut ketentuan yang berlaku juga berada dalar’n N sehing’ga N adalah

sebuah subring dari R, selanjutnya karena VaeN, VreR berlaku areN dan
raeN. Terbukti bahwa N sebuah ideal dari R ,

Contoh 4.9:
Misalkan R adalah ring dari semy

a matriks ordo 2 x 2 dengan semua ele-

66 g‘é
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i idefinici 0 a
mennya bilangan bulat, Didefinisikan N = a,beZ;. Selidiki
apakah N ideal dari R. 0 b | elidikilah

penyelesaian:
) k 0 a
Akan dibuktikan N = {[O b}'a'b € Z}merupakan ideal dari R.

Ambil sebarang unsur A = 0 ¢ dan B = 0 e

i) VA, AeN, maka (A-B)eN
A_B~ 0 c _ 0 e
0 d| [0 f
|0 c-e]
0 d-f
Misalkan ¢ — e = m dan d - f=n, maka:
0 c-e 10 m N
0 d-f| |0 n|S
0
ii) Akan dibuktikan N :{ 0 Z}Ia,bez}mempakan ideal kiri dari R.
(VAe N)dan(VT e R) > TAe N

Ambil sebarang unsur T = {m n}

o p
TA = m ni{l0 c
o pl|l0O d
10 cm +dn
o co+dp

Misalkan cm+ dn=s dan co+dp =t, maka:

0 cm+dn 0 s
— € N
0 co+dp 0t
Terbukti N ideal kiri dari R

iii) Akan dibuktikan N = {{0 ;j|a,b €eZ } merupakan ideal kanan dari R.
0

| I ¢

’ o
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(VA N)dan(VT ¢ R) » AT e N
o |m n
Ambil seharang unsur T = 5 b
0O cfm n
0 djjo P

co p s N
do dp

AT -

N bukan ideal kanan dari R
~ Terbukti N bukan ideal dari R

4.2 IDEAL PRINCIPAL

Definisi 4.4

Andaikan R adalah ring komutatif aeR, Na={ra|reR}, Na adalah ide-
al dari R, maka ideal yang demikian disebut sebagai ideal principal (ideal
utama) dengan unsur pembangun (generator) a.
i) na,naeNa,(ra-r,a)e Na
ii) Vx e RdanVra e Na,x(ra)e Na
Contoh 4.10:

Setiap ideal di Z berbentuk nZ=<n> merupakan ideal utama yang diba-
ngun oleh n.

Contoh 4.11:

Tentukan semua ideal principal yang dibentuk dari <Z,,, +,->

Penyelesaian:

212=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}
N,=140,1,2,..,11}=7,
yaitu ideal principal yang dibangun oleh unsur 1

N,=240,1,2,...,11}={0, 2, 4, 6, 8, 10}
yaitu ideal principal yang dibangun oleh unsur 2

N,=3:40,1,2,..,11}={0, 3, 6, 9}
yaitu ideal principal yang dibangun oleh unsur 3

N,=4:40,1,2,..., 11} ={0, 4, 8}
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yaitu ideal principal yang dibangun oleh unsur 4

N(,=(’ {0, 1, 2, ..., 11} ={0,6}
yaitu ideal principal yang dibangun oleh unsur 6

4.3 RING PRINCIPAL
Definisi 4.5.

Suatu ring komutatif yang semua idealnya adalah ideal principal di-
sebut ring principal.

Contoh 4.12:

Buktikan bahwa Ring <P(A), +,-> adalah ring principal dengan A={1,2}
dan himpunan kuasa P(A)={J,{1},{2},{1,2}}.

Penyelesaian:

Ideal dari himpunan kuasa P(A) adalah N,={@},N,={J, {1}}, N,={2,
{2}}, dan N,={(,{1,2}} karena A - B=A~B maka:
Ny ={D}{D {1},{2},{1,2}} ={D} P(A)
N, ={1}{D{1},{2},{1,2}} ={D,{1}} €P(A)
N,={2}~{D{1},{2},{1,2}} ={D,{2}} €P(A)
N,={1,2}~{D,{1},{2},{1,2}} ={D,{1,2}} eP(A)

~. Terbukti Ring <P(A), +,-> adalah ring principal

4.4 IDEAL PRIMA
Definisi 4.6.

Suatu ideal sejati N dari ring R dikatakan ideal prima jika Vvx, yeR
dengan xyeN, maka xeN atau yeN.

Contoh 4.13:

Buktikan bahwa N={0,2,4,6,8,10} merupakan ideal prima dari Ring
L+,

Penyelesaian:
Z,={0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9, 10,11}
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N=1{0, 2,4, 06,8 10)
Untuk N—2-+2x 1 dimana 2eN atau 1¢N, maka ideal prima

Untuk N =4-+2x 2 dimana 2¢ N, maka ideal prima
Untuk N=6-+2x 3 dimana 2eN atau 3¢ N, maka ideal prima

Untuk N=8-=2x4 dimana 2eN atau 4¢N, maka ideal prima
Untuk N=10-=2x5 dimana 2eN atau 5¢N, maka ideal prima

- Terbukti bahwa N={0,2,4,6,8,10} merupakan ideal prima dari Ring

<Z|z‘+">

Contoh 4.14:

47 bukan merupakan ideal prima

Penyelesaian:

447 tetapi 4=2x 2 dengan 2¢4Z
12e€4Z tetapi 12=2x 6 dengan 2¢4Z dan 6£4Z

. Terbukti bahwa 4Z bukan merupakan ideal prima (salah satu unsur
merupakan anggota dari suatu himpunan N, maka dikatakan ideal prima).

4.5 IDEAL MAKSIMAL
Definisi 4.7

Suatu ideal sejati N dari R dikatakan ideal maksimal dari ring R, bila
untuk setiap ideal M di R berlaku hubungan MCNCR atau dengan kata

lain semua subring harus merupakan ideal prima.

Contoh 4.15:

Buktikan bahwa <Z, + ,-> merupakan ideal maksimal.

Penyelesaian:

Z =10,1,2,3,4,5)}
Subring dari Z,_ adalah:
S, =10,2,4)

$,=10,3)

a, beS,, aeZ, beZ,

Akan dibuktikan: Ideal Prima dari S,
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geS,UbES, ;
pilih 2€S,>2x1—2€S, UleS —Ideal prima dari Z,
pilih 4€S,—~2x2—2eS, —Ideal prima dari Z;

Akan dibuktikan: Ideal Prima dari S,

aeS,UbES,
pilih 3€S,~3X1—3eS, UleS,—Ideal prima dari Z,

- Terbukti bahwa <Z_, +,-> merupakan ideal maksimal.

6 \
{0.3}

O}/

Z

-~
\ {

{0,2,4}

| Contoh 4.16:

Tentukan semua ideal maksimal dari zZ,

(2) = {0,2,4,6,8,10} / \ (3) = {0,3,6,9}
. \ /

(4) = {0,4,8} (6) = {0,6}

ZIZ

{0}

Berdasarkan gambar diagram lattice di atas, ideal proper dari Z , adalah
<0>,<{6>,44>,4{3>, dan ¢2). Ideal <0>,{6)>, dan <4)> jelas bukan ideal mak-
simal dari Z , karena ideal-ideal tersebut termuat dalam <2>. Sehingga,
dapat kita pastikan bahwa ideal maksimal dari Z , adalah <2> dan ¢3).

Contoh 4.17:
Buktikan bahwa 4Z adalah ideal maksimal dari 2Z.

Bukti:

14z ={...,-16,-12,-8,-4,0,4,8,12,16,...}
122 ={...,-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10,...}
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Misalkan U ideal dari 2Z, 4ZCUCR, maka:

akan ditunjukkan U= 4zuU =22
misalkan U=4Z 3aeU tetapi ag4Z
katakan a= 4k + 2 dengan keZ, acU,4keU
—>q-4k = 4k + 2-4k

=2eU
Karena 2eU maka u=2Z

. Terbukti 4Z ideal maksimal dari 2Z

Teorema 4.2

Andaikan R adalah suatu ring dengan unsur kesatuan 1, jika N adalah
suatu ideal dari R yang mengandung unsur satuan maka N=R.

Bukti:

Misalkan aeN adalah unsur satuan, maka a! € R, karena N adalah
suatu ideal, maka @' a=1e€R, hal ini berakibat bahwa untuk setiap reR,

maka r=r-1eN, jadi N=R, akibatnya: jika F adalah suatu lapangan, maka
F tidak mempunyai ideal sejati.

Bukti:

Andaikan N adalah sebarang ideal dari lapangan F, jika N=(0), maka
N adalah ideal tak sejati dari F. Selanjutnya kita misalkan N = {0}, karena
F adalah suatu lapangan, setiap neN dengan n = 0 adalah suatu unsur satu-

an. Berdasarkan teorema di atas, maka N =F sehingga F tidak mempunyai
ideal sejati.

Contoh 4.18:

Z. adalah sebuah field, dan tidak mempunyai sub ideal sejati karena Z,
tidak mempunyai sub ring.

RANGKUMAN

1. Mis?lkan <R, +,? adalah suatu Ring dan <S, +,-> adalah Subring dari
R dxseb_ut Ideal Kiri jika VaeS dan VreR berlaku raeS. Atau dengan
kata lain, misalkan <R, + "> adalah suatu Ring dan S= ) merupakan

himpunan bagian dari R atau SCR disebut Ideal Kiri, jika Va, beS dan
VreR, berlaku: ’

” o
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i) a-beS
ii) a-beS
iii) raeS
Misalkan <R, +,> adalah suatu Ring dan <S, +,> ad

alah Subring dari
R disebut Ideal Kanan jika VaeS d

. : an VreR berlaku areS. Atau dengan
kata lain, misalkan <R, +,> adalah suaty Ring dan S = (J merupakan

himpunan bagian dari R atau SCR disebut Ideal Kanan, jika Va, beS
dan VreR, berlaku:

i) a-beS

ii) a-beS

iii) ar e S

Misalkan <R, +,> adalah suatu Ring dan <S, + > adalah Subring dari
R disebut Ideal jika merupakan ideal kiri dan ideal kanan, yaitu Vae$
dan VreR berlaku raeS dan areS. Atau dengan kata lain, misalkan
<R,+,» adalah suatu Ring dan S= @ merupakan himpunan bagian
dari R atau SCR disebut Ideal, jika Va, beS dan VreR, berlaku:

i) a-beS

ii) a-beS

iii) rae Sdanare S

Misalkan R suatu gelanggang, N= @, NCR, N adalah ideal dari R jika
dan hanya jika:

i) Va,aeN,maka (a—-b) e N

ii) VaeN, VreR, maka areN dan racN

Andaikan R adalah ring komutatif aeR, Na={ra|reR}, Na adalah ide-
al dari R, maka ideal yang demikian disebut sebagai ideal principal
(ideal utama) dengan unsur pembangun (generator) a.

i) na,nae Na(rna-ra)e Na

ii) VxeRdanVra e Na,x(ra) e Na

Suatu ring komutatif yang semua idealnya adalah ideal principal dise-
but ring principal.

Suatu ideal sejati N dari ring R dikatakan ideal prima jika Vx, yeR
dengan xyeN, maka xeN atau yeN.

Suatu ideal sejati N dari R dikatakan ideal maksimal dari ring R, bila
untuk setiap ideal M di R berlaku hubungan MCNCR atau dengan
kata lain semua subring harus merupakan ideal prima.

Andaikan R adalah suatu ring dengan unsur kesatuan 1, jika N adalah
suatu ideal dari R yang mengandung unsur satuan maka N=R.
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LATIHAN

1.

10.

74

R dari matriks-matriks persegi berordo 3 de-

Diketahui  Ring . e
an perkalian matriks, selidiki apakah

ngan operasi penjumlahan d

a h C .
N ‘ 0o 0 0 |n,h,c,d,c,fe 7\ adalah ideal dari R.
1 d e I

Diketahui R = { N b}]a,b,c e Z} suatu ring terhadap operasi penjum-
' 0 c

[[o b _
lahan dan perkalian matriks. Buktikan bahwa N = 1[0 O}‘b € Z][ ide-

al dalam R.

Jika R adalah Ring himpunan bilangan bulat, r suatu bilangan bulat
dan N={ra | a € Z} tunjukkan bahwa N adalah ideal dari R.

Misalkan Q(\E)ﬁr,‘adalah subring dari Q. Tunjukkan bahwa Q(«E)
adalah suatu ideal dari Q, didefinisikan Q(\/E) = {a + b(\/i)la,b = Q}

Misalkan M dan N adalah ideal di ring R, buktikan bahwa MnN ada-
lah ideal di R.
Tentukan semua ideal principal yang dibentuk dari <Z,,, +,->
Buktikan bahwa Ring <P(A),+,> adalah ring principal dengan
A=1{1,2,3}, dan himpunan kuasa dari A atau P(A)={2,{1},{2},{3}{
1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
Buktikan bahwa N=1{0,3,6,9} merupakan ideal prima dari Ring
Klssop T 327
Tentukan semua ideal maksimal dari Z,, dan Z,
Tentukan semua ideal dari masing-masing ring berikut. Tentukan je-
nis dari ideal yang diberikan, apakah termasuk ideal maksimal atau
ideal prima.
a. Z,
b. Z,

M, (R), matriks 2 X 2 dengan entri-entri bilangan real R.

d. M, (%), matriks 2 x 2 dengan entri-entri bilangan bulat Z.
e. ()
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RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal |

maka jawaban mahasiswa dikoreksi secarg bersama-sama di kelas. Ke
. d=5dlllc . mu-

dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
L2 I3 - . rl
dengan menggunakan rumus sebagai berikut: ,

atihan pada setiap akhir bab,

Tingkat penguasaarn = Banyak jawaban yang benar
Banyak soal

x100%

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari
dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) Kategori
90 -100 Sangat Baik
80 - 89 Baik
70 -79 Sedang
< 69 Kurang

Jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan materi = 70%,
maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka
mahasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
utama pada materi yang belum dikuasai.
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RING FAKTOR

qujuan Instruksional Umum:
e

Setelah mempelajari materi pada bab ini, maka diharapkan mahasiswa mampu
mengetahui dan mengaplikasikan syarat-syarat terpenuhinya ring faktor (quotient

ring).

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan terkait definisi terbentuknya suatu ring faktor (quo-
tient ring), maka mahasiswa diharapkan dapat:

Menijelaskan definisi dari ring faktor (quotient ring) dan gelanggang residu.

Menentukan koset-koset dari ideal dalam ring.

Menentukan ring faktor (quotient ring) dari sebuah ring.

Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan ring faktor (quotient ring)

atau bukan. \

e. Mengidentifikasikan suatu ring ring faktor (quotient ring) yang merupakan
daerah integral atau bukan..

f.  Mengidentifikasikan suatu ring ring faktor (quotient ring) yang merupakan

field atau bukan.

an o

Deskripsi Singkat:

Jika sebuah grup mempunyai subgrup normal, maka himpunan semua koset-
koset kanan/kiri dari subgrup normal tersebut akan membentuk sebuah grup
yang dikatakan grup faktor. Begitu juga pada ring R, himpunan semua koset dari
ideal dalam ring R akan membentuk sebuah gelanggang kembali yang dikatakan
Ring Faktor.
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Definisi 5.1

Rine faktor (quotient ring) secara formal dapat didefinisikan berikut

ini: ) .
Diketahui R ving dan N sembarang ideal dalam R, maka sistem aljabar
\ . Y

RN dinyatakan sebagai berikut:

a) R N={a Nlm N} N
h) RN pada operasi penjumlahan dapat didefinisikan dengan:

@+ N)+(b+N)=(a+Db)+N o
sedangkan R/N pada operasi perkalian didefinisikan dengan:

(a+N)(b+N)=ab+N
Struktur aljabar R/N ini merupakan suatu Ring dan R/N dikatakan

Ring Faktor (quotient ring).

Teorema 5.1

Jika R adalah gelanggang dan N adalah ideal dari R, maka himpunan
R/N dari koset-koset dengan operasi penjumlahan (N, +) adalah sebuah
ring dengan operasi:

(N+a)+(N+b)=N+(a+b)

(N+a)(N+b)=N+ab

Bukti:

Kita telah mengetahui bahwa R/N adalah sebuah grup dengan operasi
penjumlahan dan grup ini adalah grup dengan operasi penjumlahan dan
grup ini adalah grup abelian. Telah kita ketahui sebelumnya bahwa opera-
si perkalian juga merupakan operasi biner pada R/N, sekarang kita tinggal
membuktikan apakah asosiatif terhadap operasi perkalian dan juga berla-
ku hukum distributif.

Perhatikan sembarang tiga unsur (N + a),(N + b),(N+ ¢)eR/N, maka:

(N+a)(N+D))IN+c)=(N+a)(N+b)(N+c))

(N+ab)(N+c¢)=(N+a)(N +bc)
N+ (ab)c=N+ a(bc)

| Karena sifat asosiatif pada operasi perkalian pada R, maka berlaku
Juga sifat distributif pada R/N.,

(N+a)((N+b)+ (N + c)=(N+a)(N+(b+c))

alte
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=N+ (ab + ac)
=(N+ab)+(N-+ac)
=(N+a)(N+Db)+(N+a)N+c)

Teorema 5.2

misalkan R merupakan suatu ring dan N merupakan ideal dari

~ Jika himpunan R/N {r+N; reR} didefinisikan dengan operasi

r N+t N)=(r,+r,)+N dan (F, % N)(r,+ N)=r, r,+ N. Untuk setiap
r, + N (r,+N)eR/N, maka <R/N, +,-> merupakan suatu ring.

Bukti:

Karena <R, +»> merupakan suatu grup abelian, maka <R/N,+, ada-
Jah suatu grup komutatif (abelian), sekarang akan dibuktikan bahwa ope-
rasi perkalian memnuhi sifat asosiatif dan distributif terhadap operasi
penjumlahan.
Misalkan (r, +N), (r,+N), (r,+N)eR/N, maka:
((r,+N) (ry + N))(x;+N) =(r, r,+N)(r,+ N)
=@ r,)r,+N
= (r2 r, )+ N
= (rl +N)(r,r,+N)
=(r,+N)((r,+ N)(r,+N))
Sehingga operasi perkalian adalah asosiatif, selanjutnya untuk semba-
rang (r,+N), (r,+N), (r,+ N)eR/N, berlaku:
r,+N)((r,+N)+ (r,+N)) =@ +N)((r,+r,)+N)
=(r r,+r 1, )+ N
=(r, r,*N)+(r, r,+N)
=(r, +N)(r,+N)+(r,+N)(r,+N)
Dengan cara yang sama akan diperlihatkan bahwa:
(r, +N)((r,+ N) + (r,+ N)) = (r, +N)(r,+ N) + (r, + N)(r,+ N) sedemiki-
an hingga <R/N, +,-> adalah sebuah ring.

Ring R/N pada teorema di atas dikatakan ring faktor (quotient ring)
dari R modulo N. Berikut ini akan kita diskusikan sifat-sifat dari ring fak-
tor R/N.

Contoh 5.1:

Z adalah sebuah himpunan bilangan bulat dan M adalah himpunan semua
bilangan bulat kelipatan 5. Tunjukkanlah bahwa M adalah ideal dari Z,
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serta tunjukkanlah bahwa koset-koset dalam Z membentuk sebuah gelang.
gang,

Penyelesaian:

Koset-koset dari M dalam Z adalah:

M+1={.,-9, -4,1,6,11, ...} =M+6=M-4= ..,
M+2={.,-8, -3,2,7,12, ...} =M+7=M-3=...
M+3={..,,-7,-2, 3, 8, 13, ...}=M+8=M-2=...
M+4={.,-6,-1,4,9,14, ..} =M+9=M-1=...
M+0={...,-10,-5,0,5,10, ..} =M+5=M+10=...

Sehingga diperoleh:
Z/M ={M,M+1, M+2, M+3, M+4}

Untuk membuktikan himpunan Z/M membentuk suatu ring (gelanggang)
atau tidak, selidiki tabel berikut:

Tabel 5.1. Tabel Cayley untuk Himpunan Z/M pada Opetrasi +

3 M M+1 M+2 M+3 M+4
M M M1 M+2 M+3 M+4
M+1 M+1 M+2 M+3 M+4 M
M+2 M+2 M+3 | M+4 M M+1
M+3 M+3 M+4 M M+1 M+2
M+4 Mt4 | M M+1 M+2 M+3

Tabel 5.2. Tabel Cayley untuk Himpunan Z/M pada Operasi -

. M M+1 M+2 M+3 M+4
M M M M M M
M+1 M M+1 M+2 M+3 M+4
M+2 M M+2 M+4 M+1 M+3
M+3 M M+3 M+1 M+4 M+2
M+4 M M+4 M+3 M+2 M+1

Dengan memperhatikan tabel cayley untuk Z/M maka dapat dengan

mudah kita selidiki bahwa membentuk sebuah Ring yang dikenal dengan
nama Ring Faktor.

(Catatan: Buktikan bahwa sebuah grup abelian, asosiatif terhadap operasi
perkalian, memenuhi hukum distributif kiri dan kanan).

¥
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ContOh 52:
pila Kk =1{0,2,4} merupakan ideal yang dibangun oleh unsur 2 dalam Z_
Tunjukkan bahwa Z /K adalah ring faktor (quotient ring).

Penyelesaian:

Terdapat dua koset/ideal dari ring Z, yaitu:
K: {0,294}

K+ 1= {1,3,5}

sehingga Z/K={K, K+1}

Tabel 5.3. Tabel Cayley (Z_/K,+) dengan Operasi Biner Penjumlahan

4 K K+1
K K K+1
K+1 K+1 K

Tabel 5.4. Tabel Cayley (Z./K,) dengan Operasi Biner Perkalian

N K K+1
K K K
K+1 K K+1

Dari tabel tersebut menunjukkan penjumlahan dan perkalian unsur-unsur
dari Z /K. Akan dibuktikan bahwa Z /K memenuhi syarat-syarat terben-
tuknya suatu ring yang merupakan Ring Faktor dari Z,/K. Kemudian, sya-
rat-syarat terbentuknya ring akan dijelaskan sebagai berikut:

1. Tertutup terhadap operasi penjumlahan (+) di Z/K

VK, K+1eZ /K
Berlaku K+ (K+1)=K+(0+1)=K+1

Sehingga K+ 1€Z /K
2. Asosiatif terhadap penjumlahan (+) di Z/K

VK,K+1eZg /K
(K+(K+1)) +(K+1)=K ((K+1)+(K+1))
(K +(0+1))+(K+1) = K+(K+(1+1))
(K+1)+(K+1)=K+(K+0)
K=K

Sehingga (K +(K +1)) +(K +1) = K+((K+1)+(K+1))=K

%
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3. Terdapat unsur satuan identitas pada operasi penjumlahan (+) gj
Z2./K

VK +leZq /K

(KHO) (K1) = K (041)= K41

(K1) +(K+0)=K+(14+0)=K +1

Sehingga (K +0)+ (K +1) = (K +1)+ (K +0) = K +1

4. Terdapat unsur invers terhadap opera51 penjumlahan (+) di Z /K
VK+leZ, /K
(K+1)+(K + )=K+(+ 1))=K+0=K
(K+ (1)) + (K +1) = K+ ((-1) + )+1)=K+0=K
Sehingga (K +1)+ +(K+(- 1)) = (K+(- 1))+(K+1)=K+0=K
5. Berlaku komutatif terhadapoperasi penjumlahan (+) di Z /K
VK+1eZ /K
K+(K+1)=(K+1)+K
K+(0+1) =K+(1+0)
K+1=K+1
Sehingga K +(K +1) = (K+1)+K =K +1
6.

Asosiatif terhadap perkalian () di Z./K
VK,K+1leZ, /K
K-(K+1))-(K+1) = K- ((K +1) )-(K+1))
(K+ (0-1))-(k+1)=k- (k+(1 1))
(K+0)-(K+1)=K- (K +1)
K+(0-1)=K+(0- 1)
K=K
Sehingga (K -(K +1)). (K +1) = K K-((k+1)-(k+1)) =k

7. Distributif Kiri terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian (1) di
Z,/K

VK, K+1ez /K
Misalkan a=K, b=K+1,danc=K+1
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)
K(K+(14 1)) = (K +(0-1))+(K +(0-1))
K-(K+0)=K +((0-‘1)+(0.1))
K-(K)=K+(0+0)
K=K
sehingga berlaku hukum distributif kiri yaitu:

K'((K+1)+(K+1))=(K-(K+1))+(K-(K+1))=K

g, Distributif Kanan terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian “)
di Z,/K

VK,K+1eZs /K
Misalkan a = K,b=K+1,danc =K +1
(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
(K+(K+1))-(K+1)=(K-(K+1))+((K+1)-(K+1))
(K+1)-(K+1)=K+(K+1)
K+1=K+1

Sehingga berlaku hukum distributif kanan yaitu:

(K+(k+1))-(K+1) = (K-(K+1))+((K +1)- (K +1))

=K+1

Jadi, Z/K=A{K, K+ 1} terbukti merupakan suatu Ring Faktor.

Teorema 5.3:

Apabila R sebuah ring dan N suatu ideal dari R maka R/N adalah
suatu Ring.

Bukti:

Ambil (N + a), (N+b)eR/N, maka (N+a)+(N+b)=N+(a+b) eR/N
dan (N+a)(N+b)=N+abeR/N
Jika (N+a), (N+Db), (N+c)eR/N
(N+ @)+ (N+b))+ (N+c) =(N+(a+b))+WN+c)
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~(N+((a+b)+c))
~(N+(a+(b+c))
~(N+a)+(N+(b+c))
~(N+a)+((N+D)+(N+c))

= ab jika N+acR/N,
R N mempunyai elemen 0 (mol) yaitu N+0=N, sebab jika

maka:

(N+a)+(N+0)=N+(a+0) =N+a dan

(N+0) 4+ (N+a)=N+(0+a)=N+a . . -

di mana, VeR/N memiliki invers pada operasi penjtlrnlahan, yz.nt;lv.

Jika (N+a) € R/N, maka (N-a) eR/N merupakan invers dari (N+a) =

R/N
Sedemikian sehingga:
(N+a)+(N-a)=N+(a-a)=N+0=N dan
(N-a)+(N+a)=N+(-a+a)=N+0=N '
Kemudian akan dibuktikan berlaku juga hukum distributif sebagai beri-
kut:
Jika (N+a), (N+Db), (N+c)eR/N, maka:
(N+a) (N+b)+(N+c)) =(N+a) (N+(b+c))
=N+a (b+c¢)
=N+ (ab+ ac)
=(N+ab)+ (N+ac)
=(N+a) (N+b)+(N+a) (N+c)
Dengan cara yang sama akan dibuktikan bahwa:
(N+a)+(N+b)) N+c)=(N+a) (N+c)+(N+b) (N+c)
Maka terbuktilah R/N adalah suatu Ring.

5.2 GELANGGANG RESIDU
Definisi 5.2

Jika R suatu Ring dan N suatu ideal dari R, maka R/N dikatakan ge-

langgang hasil bagi gelanggang faktor dari R oleh S atau Gelanggang
Residu dari R oleh S,

Lemma 5.1

Misalkan R merupakan ring komutatif deng
N merupakan suatu ideal d

tif dengan unsur kesatuan.

an unsur kesatuan 1. Jika
arl R, maka R/N merupakan suatu ring komuta-
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gukti:

perdasarkan teorema sebelumnya, R/N ad i

' ya, adalah suatu ring selanj ;

antuk setiap r, + N, r, 4+ Ne R/N, maka: e

(r,+N) (ry + N) = (r, 1, + N)

=(r,+N) (r,+N)

gehingga R/N adalah ring komutatif, karena:

(1+N) N=+N)(1+N)=r+N

v(r+N)eR/N, (1 +N) merupakan unsur kesatuan dari R/N.

Teorema 5.4

Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan
1. dan misalkan N merupakan suatu ideal dari N, maka R/N adalah suatu
lapangan (field) jika dan hanya jika N merupakan ideal maksimal.

Bukti:

Misalkan R/N adalah suatu lapangan, kita akan perlihatkan bahwa N
odalah ideal maksimal. Misalkan M adalah ideal maksimal dari R sehingga
NCM. Kita akan perlihatkan bahwa M =R, menurut teori sebelumnya cu-
kup dengan kita perlihatkan bahwa 1€M, misalkan meM sehingga meN,
karenanya m+NeR/N. Karena R/N merupakan field, maka k+NeR/N
sehingga (m+N) (k+N)=1+N. Perhatikan bahwa (m+N) (k+N)=m-
k+N=1+N. Akibatnya 1 — mkeN C M. Kemudian, karena M adalah suatu
ideal dan meM, maka mkeM. Dengan demikian, mengakibatkan 1=(1
_mk)+mkeM. Jadi, M=R, sehingga N adalah ideal maksimal.

Sebaliknya misalkan N adalah ideal maksimal dari R/N. Kita perlihat-
kan R/N adalah suatu lapangan, kita cukup memperlihatkan bahwa setiap
(r+N)eR/N adalah unsur satuan. Perhatikan himpunan:

S={sr+n, reR dan neN}

Jelaslah bahwa NCS, kita perlihatkan bahwa S adalah suatu ideal
dari R. Untuk sebarang sr, + N, sr, +1,€S, maka:

(sr,+N,) - (sr,+N,) = sr, ~sr,+N, - N,
= s(r, -r,)+(N,-N)

Karena (r, - r,)eR dan (N, —N,) € N, maka (st, + N, )=(st, + NJE S
Selanjutnya, ambil sembarang unsur r'eR dan sr+neS, maka r' (sr+ N)=r
Sr+r n=sr r+rn. Jelaslah bahwa rreR, kemudian karena N adalah suatu
ideal maka rneN. Jadi r' (sr+n)eS. Dengan cara yang sama, kita dapat
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mempetlihatkan bahwa (sr-+ mr'eS. Jadi, S adalah ideal dari R. Karena N
adalah ideal maksimal dari R dan Nc S, maka S=R sehingga unsur kesa-

tan 1e S, Misalkan 1=sr+n' dengan neN, maka:

(1 +N)=sr+n'-l—N=sr+N=(s+N)(r+N)

Hal ini berakibat bahwa setiap unsur tak nol dari R/N adalah unsur

satuan. Sehingga R/N adalah suatu lapangan.

Teorema 5.9

Andaikan R merupakan suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan
1 dan misalkan N adalah ideal dari R, maka R/N merupakan suatu daerah
integral (integral domain) jika dan hanya jika N adalah suatu ideal prima.

Bukti:

Karena R merupakan suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan 1,
maka R/N adalah suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan (1+N). Mi-
salkan N adalah suatu ideal prima, untuk memperlihatkan R/N adalah su-
atu daerah integral (integral domain), akan ditunjukkan bahwa R/N tidak
mempunyai unsur pembagi nol. Yakni bila (r, +N) (r,+ N) =N, maka harus
diperlihatkan (r,+N)=N atau (r,+N)=N. Misalkan (r,+N) (r,+N)=N,
maka r, r,+ N=N, hal ini berarti r, r,eN. Karena N adalah suatu ideal
prima, maka r,eN atau r,eN. Sehingga (r,+N)=N atau (r,+N)=N. Jadi,
R/N adalah suatu integral domain, sekarang kita akan ditunjukkan bahwa
N adalah ideal prima. Yaitu jika r, r,eN, maka r eN atau r,eN untuk se-
mua r, r,eR. Perhatikan sembarang dua unsur r,+N dan r,+N di R/N.
Bilar, r,eN, maka (r, + N)(r,+N) = r,r,+ N=N. Karena R/N adalah suatu
daerah integral, (r,+N)(r,+N)=N akan selalu berakibat r,+ N=N atau
r,+N=N, hal ini berarti r,eN atau r,eN. Sehingga N adalah suatu ideal
prima.

Contoh 5.3:

Perhatikan ring Z,, dengan ideal maksimal N={0, 3, 6, 9}. Maka

R/N={N, 1+N, 2+N} adalah suatu ring dengan tabel Cayley sebagai
berikut:

* B
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Tabel 5.5. Tabel Cayley Ring Faktor R/N pada Operasi Penjumlahan

g+ N 1+N 24N |
N N 1+N 24N |
s LN 1+N 2+N N |
bt 2+N 2+N N 1+N w

Tabel 5.6. Tabel Cayley Ring Faktor R/N pada Operasi Perkalian

X N 1+N 2+N
N N N N
1+N N 1+N 2+N
2+N N 24N 1+N

Dari tabel di atas, kita ketahui bahwa R/N adalah suatu lapangan dan
juga R/N adalah suatu daerah integral.

Teorema 5.6

Semua ideal maksimal dari ring komutatif R dengan unsur kesatuan
merupakan ideal prima.

Bukti:

Jika N merupakan ideal maksimal dari ring komutatif R dengan un-
sur kesatuan, maka berdasarkan teorema sebelumnya mengakibatkan R/N
adalah suatu field. Sehingga R/N juga merupakan suatu integral domain,
yang pada akhirnya menjamin terbentuknya suatu ideal prima.

Contoh 5.4:

Himpunan Z ,={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} adalah Ring terhadap ope-
rasi-operasi penjumlahan dan perkalian. Tentukan Ring faktor (quotient
ring) yang terbentuk dari masing-masing ideal maksimal.

Penyelesaian:

Ideal-ideal dalam Z adalah:

<0>={0}

<1>=<3>=<7>=<9>={O) 15 2, 33 4) 53 6’ 7) 8: 9}
<5>={0,5}

2 =4>=<6>=¢8>={0,2,4,6, 8}
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Weal N- 2y adalah ideal maksimal dalam Z, . Sehingga ring faktor (qu
ofient ring) yang terbentuk adalah:

N = (N, N1}

Dk diambil ideal N, = <55, maka ring faktor (quotient ring) yang terbenyy,
adalah:

[, ={N, N+ 1,N,+2,N,+3,N,+4}

Contoh 5.5:

Misalkan Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} merupakan suatu ring pada operas;
pe n_unnlnlnn dan perkalian, lentukdn ring faktor yang terbentuk dari ide.
al maksimal dalam Z,. Apakah Z, merupakan daerah integral?

Penyelesaian:

Ideal-ideal dalam Z, yang dihasilkan oleh unsur-unsur Z,, yaitu:

<0>={0}

D =B>=5>=(T7>=Z,

{2>=<6>=A0, 2, 4, 6}

4 ={0,4}

Ideal N, =<2) adalah ideal maksimal dalam Z,. Sehingga ring faktor (quo-

tient ring) yang terbentuk adalah:
Z/N = {N,N +1}

Dem,an demlklan berarti Z,/N, merupakan lapangan (field) yang hanya
berisi 2 unsur.,

Selanjutnya jika kita ambil ideal maksimal N,=<4)>, maka ring faktor yang
terbentuk adalah:

ZJ/N,={N,N,+1,N,+2, N,+3}

Lebih lanjut, Z /N, mempunya unsur netral (identitas) yaitu N,+1.
Dalam hal ini, Z,/N, mempunyai unsur pembagi nol sejati yaitu N,+2dan
(N,+2) (N,+2)=N,, Sehingga Z, bukan merupakan daerah mtegr'\l

RANGKUMAN

1. Ring faktor (quotient ring) secara formal dapat didefinisikan berikut

ini: Diketahui R ring dan N sembarang ideal dalam R, maka sistem
aljabar R/N dinyatakan sebagai berikut:

a) R/N={a+N | acN}

b) R/N pada operasi penjumlahan dapat didefinisikan dengan:
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(@+N)+(b+N)= (a+b)+N

sedangkan R/N pada operasi perkalian didefinisikan dengan:
(@+N)b+Ny=qah+ N

Struktur aljabar R/N jpj merupakan suatu Ring dan R/N dikatakan

ring faktor (quotient ring),

o

Jika R adalah gelanggang dan N adalah ideal dari R, maka himpunan

R/N dari koset-koset dengan operasi penjumlahan (N, +) adalah sebu-
ah ring dengan operasi:

(N+0)+(N+b)=N+(a+b)
(N+a)(N+b)=N+aqb

3. Misalkan R merupakan syaty ring dan N merupakan ideal dari

R. Jika himpunan R/N {r+ N; reR} didefinisikan dengan operasi
(r,+N)+(r2+N)=(rl+r2 )+N dan (r,+N) (r,+N)=r, r,+N. Untuk
setiap (r, +N), (r,+N)eR/N, maka <R/N, +,-> merupakan suatu ring.

4. Apabila R sebuah ring dan N suaty ideal dari R maka R/N adalah sua-
tu Ring.

5. Jika R suatu Ring dan N suatu ideal dari R, maka R/N disebut gelang-
gang hasil bagi/ gelanggang faktor dari R oleh S atau Gelanggang
Residu dari R oleh §.

6. Misalkan R merupakan ring komutatif dengan unsur kesatuan 1. Jika
N merupakan suatu ideal dari R, maka R/N merupakan suatu ring
komutatif dengan unsur kesatuan.

7. Misalkan R merupakan suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan
1, dan misalkan N merupakan suatu ideal dari N, maka R/N adalah su-
atu lapangan (field) jika dan hanya jika N merupakan ideal maksimal.

8.

Andaikan R merupakan suatu ring komutatif dengan unsur kesatuan
1 dan misalkan N adalah ideal dari R, maka R/N merupakan suatu
daerah integral (integral domain) jika dan hanya jika N adalah suatu
ideal prima.

9. Semua ideal maksimal dari ring komutatif R dengan unsur kesatuan
merupakan ideal prima.

LATIHAN

1. Andaikan K merupakan ideal-ideal yang dibangun oleh Z ,~ Temukan
ideal-ideal yang dibangun tersebut dan buktikan bahwa Z /K merupa-
kan ring faktor (quotient ring).

2. Temukan K yang merupakan suatu ideal yang dibangun oleh 2 dalam Z.
Tunjukkan Z,/K merupakan Ring Faktor.
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dan tentukan ideal maksimal, misalnya N dari ring B/12, dan tunjukkan

R/12 oleh N adalah suatu field. i
wap operasi + dan - pada bilangan

kemudian pilih idea|

ring faktor dari
4. Misalkan 7, merupakan 1ing terhi

bulat modulo 15 Tentukan semua ideal dalam 7.,

maksimal N dan temukan '/.IS/N.

Misalkan 7, merupakan ring terhadap operasi + dan - bilangan bulat

R pada modulo 18. Tentukan semua ideal dalam 7,4 kemudian pilih i-de;,]
maksimal N dan temukan Z /N. Apakah 7, merupakan daerah inte-
gral?

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

Banyak jawaban yangbenar ;0
Banyak soal

Tingkat penguasaan =

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari
dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) Kategori
90 - 100 Sangat Baik
80 -89 Baik
70-79 Sedang
< 69 Kurang

lJlka mabasnswa mendapatkan tingkat penguasaan materi = 70%,
Tl’lld <d'mahaswwa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
Jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka

bl

mahasiswa tersebut djani
asiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
utama pada materi yang belum dikuasai.
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HOMOMORFISMA RING

Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, maka diharapkan mahasiswa dapat me-
mahami dan mengidentifikasikan suatu ring yang termasuk homomorfisma ring,

kernel dan image dari homomorfisma, monomorfisma ring, epimorfisma ring,
dan isomorfisma ring.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan terkait definisi dan syarat terbentuknya homomor-
fisma ring, kernel dan image dari homomorfisma, monomorfisma ring, epimor-
fisma ring, dan isomorfisma ring, maka mahasiswa dapat:

a. Menijelaskan definisi dari homomorfisma ring, kernel dan image dari homo-

morfisma, monomorfisma ring, epimorfisma ring, dan isomorfisma ring.

b. Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan homomorfisma ring atau
bukan.

c. Menentukan kernel dan image dari homomorfisma.

d. Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan monomorfisma ring atau
bukan.

e. Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan epimorfisma ring atau bu-
kan.

f.  Mengidentifikasikan suatu ring yang merupakan isomorfisma ring atau bu-
kan.

Deskripsi Singkat:

Secara umum, definisi homomorfisma ring tidak jauh berbeda dengan definisi
homomorfisma grup. Perbedaannya hanya terletak pada banyaknya operasi yang
dilibatkan. Homomorfisma grup hanya melibatkan satu operasi biner, sedangkan

homomorfisma ring melibatkan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perka-
lian.
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6.1 PENGERTIAN HOMOMORFISMA RING
Definisi 6.1

Sebuah pemetaan f yang me
jikan dalam bentuk f:R - R, dikatakan se
ring, jika Va, beR, berlaku:

i) fla+d) = fla) + f(b)
i) flab) = fla) - fb)

¢ . ,
mbawa dari ring R ke ring R yang djg.
buah homomorfisma sebug)

Contoh 6.1:

Ring bilangan bulat Z dengan operasi penjumlahan dan perkalian biag,

dengan ring M, (Z):{E Z}:a,b,c,deZ}, dengan operasi penjumla.

han dan perkalian matriks, didefinisikan pemetaan fZ)—M, (Z) dengap

X X
fix—> [x x} apakah f sebuah homomorfisma?

Penyelesaian:
Ambil sembarang x, yeR, maka:

ot M0
xX+y x+y| |x x| |y Yy
s P ] e

Xy xy| |[x XxX]ly Yy
Dengan demikian pemetaan f(Z)—M, (Z) dengan fix _»[x x} bukan
sebuah ring homomorfisma. %

]

Contoh 6.2:

Didefinisikan pemetaan f : R—M, (Z) dengan f (x) = {x 0]. Jika diambil
sebarang x, yeR, maka berlaku sifat: 0 .x

I R R

f(xy){);y fy}{; 2“5 ﬂ=f(X)-f(y)

92 |
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Hal itu berarti f homomorfisma

contoh 6.3:

Andmk:};\ o mL.*mpnk:m pemetaan dari Z,—Z, dan untuk sembarang x €Zy
«(x) =x% Buktikan bahwa o merupakan suatu homomorfisma ring.

penyelesaian:

Untuk membuktikan bahwa o adalah suatu homomorfisma ring, maka
akan ditunjukkan bahwa untuk sembarang a, b €Z, memenuhi dua syarat
yang tertuang pada Definisi 6.1. Misalkan ambil sembarang a,b €Z,, maka:
«(a+b)=(a+b)*=a?+2ab+b?=(a) + «<(b) (D)
Sebagai catatan ab=ba karena Z, adalah ring komutatif dan 2ab=0 dalam
Z, Kemudian, berdasarkan sifat komutatif atas perkalian, maka diperoleh:
oc(ab) = (ab)*=a? b?= «(a) « (b) (i1)
Berdasarkan (i) dan (ii) maka terbukti bahwa « merupakan suatu homo-
morfisma ring.

Contoh 6.4:

Misalkan [ adalah pemetaan dari Z—Z dengan syarat untuk sembarang
xeZ, B(x) = 3x. Buktikan bahwa B bukan merupakan suatu homomorfisma
ring.

Penyelesaian:

Perhatikan bahwa, untuk sebarang a, b €Z
B(a+b)=3(a+b)=3a+3b=p(a)+P(b)

Terbukti bahwa p merupakan homomorfisma terhadap penjumlahan. Na-
mun, tidak untuk perkalian. Misalkan, ambil sembarang unsur a=1, b=3,
Va, beZ

B(1 - 3)=3(3)=9 sedangkan (1) f(3)=(3-1) 8- 3)=27

Jelas bahwa B(1 - 3)= (1) B(3), jadi B beta bukan merupakan ring homo-
morfisma.

Contoh 6.5:

Tunjukkan bahwa pemetaan y : C—M, (R) dengan syarat untuk setiap

_ : a b : .
a+bieC, 7(0 + b,) o P merupakan homomorfisma ring!
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penyelesaian:

Ambil sebarang x, yeG, maka x dan y dapat dinyatakan dalam bentuk
ve=a, b, i dany=a,+b, 1 Sehingga,

y(x+y)= )| (ay +byi)+(ay +bai )]

[ (a, +ay) )+ (by + b,)i ]
[ (a, +ay) (by - )]
! (b, +Db,) (ay +a2)
:L_azil Sj{—alfz zj

}/((1l + bli) + }/(a2 + bzi)

1l

I

=y(0) +Y() ©
dan
y(x+y)= }/[ a, +bii)-(a +b21)]
[ a,a, - blb2 a1b2 +ayb; )l}
B (0102 ~b,b ) (albz +asby )}
(@b, + azb;) (@ —bib,)
__a1 bl:||:a2 bz}
_‘b1 a |[-b, @
=7(ay + bli)y(a2 +byi)
=y YY) (ii)

Berdasarkan (i) dan (ii) maka dapat disimpulkan bahwa y merupakan su-

atu homomorfisma ring.

Contoh 6.6:

Misal ®: Z,—Z, dengan aturan: untuk setiap xeZ,0(x)=r di mana r ada-
lah sisa _]ll(a x dibagi 2. Tentukan apakah ® merupakan homomorfisma
ring atau bukan.

Penyelesaian:
Misalkan ambil sebarang unsur, 5, 7€ Z,, maka ®(5)=1 dan @(7) =1. Se-

()’
hingga ®(5) + ®(7)=1+1=0 dalam Z,. Di lain pihak, O(5+7) = ©(12)
= D(3)=1

Karena ®(5)+®(7) = ®(5+7) maka jelas bahwa @ bukan merupakan

Bl
4
9 e
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homomorfisma ring,

contoh 6.7:

gebuah pemetaan f yang membawa dari Ring R=<Z,+,7 ke ring
§=<Z,+> dimana f(x) = sisa pembagian dari 4 (mod 4) apakah f suatu
nhomomorfisma?

penyelesaian:

243=f24+3)=A2)+f(3)=1
5-6=f56)=f(5) - f(6)=2

f(30) =2 Mod 4
f5) =1 Mod 4
f6) =2 Mod 4

f(30) =f5) - f(6)

2 =12

Terbukti homomorfisma.

Contoh 6.8:

Pemetaan f : <Z,+,> — <Z,+,)> didefinisikan dengan f(x)=2x dan ini
adalah Ring Homomorfisma dengan operasi penjumlahan, tetapi bukan
merupakan sebuah ring homomorfisma sebab tidak memenuhi:

flx - y)=2(xy) = 2x - 2y =4xy
Contoh 6.9:

Sebuah Ring R dari semua bilangan riel yang membentuk a+b\/_

dimana a, beZ. Pemetaan f : R — R, dimana f (a+b\/_ ) a-by2,

dengan operasi penjumlahan dan perkalian apakah f sebuah homomorfis-
ma?

Penyelesaian:

i) (a+b\/§)+(c+d\/§) = f((a+b\/§)+(c+d\/§))
=(a+c)-(b+ d)+/2 Apakah
0~ +(e- 048

=(a+c)-(b+ d)\/i,kemudian

(a+c)-(b+d \/—2_
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) (a1 b) (v dv2) = S f{{a+by2 )@+mf»
=f ((uc +2bd)+ (bc«/_Z_ * "dﬁ))

ac +2bd) - (’JC\E * “dﬁ)

=
(u b )( )
= (a+b\/-) (C+d‘/_)

Terbukti Ring Homomorfisma

Lemma 6.1.

Jika R, S, dan T adalah ring dan o R — S serta [3 : § = T adalah ring
homomorfisma maka komposisi fungsi B o a : R—T juga merupakan hy.
momorfisma ring.

Bukti:

Ambil sebarang x, yeR, maka:

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa B a merupakan homomor-
fisma ring.

Definisi 6.2

Endomorfisma merupakan suaty homomorfisma dari suatu ring k¢
dalam dirinya sendiri. Sedangkan Automorfisma merupakan suatu endo-

%
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orfisma yang bijektif dinamakan Automorfisma.

ContOh 610

guktikan bahwa f: Q(\/E) - Q(\/E) dengan f(a +bJ§) = a - by2 meru.
kan automorfisma dari Q(\/—z_ )

| pa
| penyelesaian:
Misalkan a +bv2,c +dv/2 dalam Q(\E ) . Akibatnya:

o)+ (e+ 42 (o2 0+
=(a+c)-(b+d)V2

(a—b\/a)+(c—d\/§)

=f(a+b‘f.;.)+f(c+d)\/§

Selanjutnya

f((a+bv2)(c+dv2)) = f((ac+2bd) + (ad + be) V2)
= (ac +2bd) - (ad + bc) V2
=(a—b\/§)(c—d\/§)
:f(a+b\/§)f(c+d)\/£

Hal itu berarti f homomorfisma ring.
Karena Ker(f)# Q(\/E )maka f bukan homomorfisma trivial dan Q(\/E)
field maka f isomorfisma dari Q(\/E) ke f (Q(\/E)) Dengan demikian,

terbukti bahwa £(Q(v2)) = Q(V2).

* Terbukti bahwa f automorfisma.

Teorema 6.1

Diketahui f : A—B homomorfisma ring dengan peta f(A).

() f(A) komutatif, jika A komutatif.
(i) Jika A mempunyai elemen satuan 1 dan f(1) =0, maka satuan untuk

f(A). Jika f(1)=0, maka f(A)={0} ring trivial.
(iii) fA) tidak perlu daerah integral, jika A daerah integral.
(iv) f(A) merupakan field, jika A field dan f(1)=0.
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Bukti:

(i) Jika A komutal

F () () f(yx)= f(y)f(x)

if, maka untuk combarang [0, f(y) dalam f(A) berlak,,.

Schingga flA) komutatif.
(i) Jika A1) =0, maka untuk se

f(x)=f(x1)=f(x)F(1) - f(x)-0=0

Dengan demikian, flA)={0} dan mengakibatkan (A) tidak mempy,.

atuan. Jika f(1)=0, maka f(1) fo)=f1 - x)=f0x0) dan
f(1) merupakan elemen satuan da-

mbarang f(x), f(y) dalam f(A) berlaku:

nyai elemen s
) =f1)=fx" 1) = f(x), sehingga

lam f(A). '
(iii) Jika didefinisikan pemetaan f:Z — Z,dengan n dalam Z dipetakan

ke sisa pembagian dari n dengan modulo 6, maka f merupakan homo-
morfisma yang surjektif sehingga f(Z)=Z. Dalam hal ini, Z, bukan
daerah integral (integral domain), karena 2 -3=0dengan 2, 3 € 7,

sedangkan Z merupakan integral domain.

(iv) Jika A merupakan field dan f(1)=0, maka f(A) mempunyai elemen
satuan f(1). Ambil sembarang f(x)=0, karena f homomorfisma grup
terhadap penjumlahan, maka f(0)=0. Karena A field, maka untuk x
dalam A dan x=0, maka terdapat x sehingga f(x~')) merupakan in-

vers terhadap perkalian dari f(x) dan berlaku:
F)f(x)= f() = £(1)

Hal ini berarti, f(x‘l) = (f(x))_1
dengan cara yang sama diperoleh: f (x‘l) f(x)=£(1)
Dengan demikian, f(x‘l) = (f(x))_l )

6.2 KERNEL DAN IMAGE DARI HOMOMORFISMA
Definisi 6.3

Misal f: R—R" adalah suatu homomorfisma ring, kernel (inti) dari f,
ditulis dengan:

Ker(f)=K={xeR[f(x)=o}
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pubungan antara homomorfisma ring dengan Ker f, (Iig;m\hnrk;m sebagai
l\(‘likl":

GAMBAR 6.1. Hubungan antara Homomorfisma Ring dengan Ker (f)

Teorema 6.2

Jika adalah suatu homomorfisma ring, maka Ker (f)=K adalah ideal
dari R.

Bukti:
Karena f(0) =0, mengakibatkan 0 dalam K. Dengan demikian K tidak

kosong.
Ambil sembarang unsur, x, y € K dan sembarang a € R.

foy) =fx)-f(y) =0-0=0
flax) =fla) flx) = fla)-0 =0
fixa)  =f(x)fla) = 0-fla) =0

Hal itu berarti x-y, ax dan xa dalam K sehingga berdasarkan definisi

di atas, K adalah ideal.

Definisi 6.4
Diketahui f : R—R' sembarang fungsi dan S sembarang himpunan ba-
gian dari R, Himpunan f* (S) didefinisikan sebagai semua elemen R yang

dibawa f ke elemen S. Ditulis dengan:

F(8)={xeAlf(x)e s
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(invers image) dari S di bawah f,
lan f' (S) sebagai berikut:

1(S) dinamakan prapeta
Jara fungsi f1 R—=R'C

Himpunan [
Gambar hubungan

Gambar 6.2. Hubungan antara fungsi f: R—R’ dan f'(S)

Teorema 6.3

Diketahui f : R—R' homomorfisma ring.
(i) Jika S ideal dalam f(R), maka f! (S) ideal dalam R. .
(i) Jika S ring bagian dari R, maka f! (S) ring bagian dari R.

Bukti:
(i) Jika diambil sembarang x, y dalam f1 (S), maka f(x)=s'eS dan

fly)=s"€S.
Akibatnya,
flx-y)=f(x)-f(y)=5"=5"€S

karena S ideal dalam f(R).
Berarti x —y dalam f (S).
Jika diambil sembarang reR, maka:

f(rx)= £(r)f(x) = £(r)-s'

dan

f(or) = £(x) £ (r) =" £(r)

Dalam S karena f(r) dalam f(R) dan S ideal dalam f(R).
Berarti rx dan xr dalam ' (S).
Terbukti bahwa f (S) ideal dalam R.
(i) Jika diambil sembarang x, y dalam f' (S), maka f(x)=s'eS dan

fy)=s"€S.

e

100 e

Scanne d with CamScanner



BAB G @ | IOMOMORIISMA RING

Akibatnya f{x - y) = f(x) - f(y) =5' - s"¢S (karena S ring bagian dalam
R") dan di samping itu:

S(xy)=f(x)f(y)=s"s"€eS
dan

flyx)=f(y)f(x)=s"s'€eS

Berarti x -y, xy dan yx dalam f' (S).
Terbukti bahwa f! (S) ring bagian dari R.

Contoh 6.11:
Pemetaan f: Q(«[Z_) - Q(\/E) dengan f(a + b\/_z_) —a-bJ2 merupakan

automorfisma dari Q(\/?Z— ) Himpunan bilangan rasional Q adalah subring

dalam Q(\/E ) sehingga f! (Q) = Q yang adalah subring dari dalam domain
(daerah asal).

Contoh 6.12:
Misal F adalah field dimana setiap elemen x memenuhi:
2-x=x+x=0
Himpunan Z, merupakan salah satu contoh dari field yang mempunyai si-
fat tersebut dan demikian juga field didefinisikan f : F—F dengan f(x) = x".
Akan dibuktikan bahwa f automorfisma.
Ambil sembarang x, y dalam F, maka berlaku sifat:
fix+y)=(x+y)?=x2+xy+yx+y?
(karena F field, maka xy =yx), sehingga:
flx+y) =x2+2xy+y?
=x?+0+y?
=00 +fy)
dan karena F field, maka
foxy) = (xy)?
=x2 y?
=fOf(y)
dalam Z, () ={a+ bo|a, beZ, } juga berlaku sifat:
2. x=x+x=0

berarti

fla)=o, =x+1

dan
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fla+1) =(a+1)*
=a?+20+1
=a+1+0+1
=

6.3 MONOMORFISMA RING
Definisi 6.5

Misal f : R—R' adalah sebuah homomorfisma maka f dinamakan mo.

nomorfisma jika f injektif.

Contoh 6.13:
Fungsi f yang memetakan @ : R—R'dengan definisi @ =x". Selidiki apakah
p suatu monomorfisme atau bukan.

Penyelesaian:
Ambil sembarang a, beR, maka

Karena 3a= b, tetapi @(a)=@(b)
Yaitu @(2) =4 dan @(-2) =4

- Terbukti ¢ bukan monomorfisma.

Contoh 6.14:

Suatu fungsi f yang memetakan Z,—~R dimana R=<i>. Fungsi f tersebut
didefinisikan dengan: f : Z,— R, dengan f(x)=1*, XeZ,. Buktikan bahwa
fungsi f merupakan suatu monomorfisma.

Penyelesaian:

a. fsuatu homomorfisma

foy) =00 fy)
— ixy
=i
=£00 fy)
b. fsuatu pemetaan yang injektif
Jika f(x)=f(y), maka x=y
Dapat kita tunjukkan sebagai berikut:
Z4={05 1: 29 3}
fl0)=i’=1
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f)=i=i
f2)=i=-1
f(3) ==

- Terbukti bahwa f merupakan suatu monomorfisma.

contoh 6.15:

piketahui dua himpunan bilangan Real R, yaitu: R*={xeR|x=0} dan

himpunan R* ={xeR|x>0}. Diberikan suatu pemetaan f yang memeta-
kan R* ke R* yang didefinisikan sebagai berikut:

f:R* = R* dengan f(x)=|x|, VxeR*
selidiki apakah pemetaan tersebut merupakan monomorfisma atau bukan.

penyelesaian:

a. fsuatu homomorfisma
fox-y) =) - fy)

=|xy|
=|x|-ly|
=f(x) - f(y)

b. fsuatu pemetaan yang injektif
Jika f(x) =f(y), maka |x| =y|
Ambil sembarang unsur, misal: x=4, y=-4 — Vx,y € R
x=4 —|x|=2
y=-4-|y|=4
Ix =y tetapi f(x) =f(y)

-~ Terbukti bahwa f bukan suatu monomorfisma.

6.4 EPIMORFISMA RING

Definisi 6.6.

Misal f : R— R' adalah sebuah homomorfisme, maka f dinamakan epi-
morfisma jika f surjektif.

Contoh 6.16:

Suatu fungsi f yang memetakan Z, — R dimana R = ¢). Fungsi f didefini-
sikan dengan:

P
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f:Z,~R,dengan flx) =1 xe?, N
.Tuninkk;m bahwa [ merupakan pemetaan yang surjektif.

Penyelesaian:

Ambil sembarang elemen di R, misal yeR, maka:
y =1\ sehingga x=log,

sehingga jelas bahwa R=<i> ={1, i, -1, -}

= Terbukti bahwa f merupakan pemetaan yang surjektif.

Contoh 6.17:

Didefinisikan sebuah fungsi f yang memetakan dua buah ring <R, +,-> de-
ngan <R*, +,->. Fungsi f didefinisikan sebagai berikut:

f:R—R*, dengan f(a) =e?

Buktikan bahwa f merupakan suatu epimorfisma.

Penyelesaian:

a. fsuatu homomorfisma

fla,+a,))=f(a,) fla,)

=elar+ay)
= 122
=fla,) fla)
b. fsuatu pemetaan yang surjektif
Ambil sembarang unsur di R*, misal beR*, maka:
b=e® diperoleh a = Inb
Sehingga f(a) = e* = ™ =p

~. Terbukti bahwa f merupakan suatu epimorfisma.

Contoh 6.18:

a b]
Diketahui himpunan matriks M ={[

0 ¢ |a,b,cez}adalah Ring

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks. Tunjukkan bahwa

pemetaan ¢ : M—Z, yang didefiniskan oleh (p[ Z OD = a adalah suatu
Epimorfisma. b 0

Penyelesaian:

a) Akan dibuktikan bahwa ¢ suatu homomorfisma

104 4
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a 0 ¢ 0 a 0 ’ ¢ 0
5 | ) bt
“UUs ol [a ol] “llp o d 0

a 0] [¢ 0

b 0 d 0
~ {[a 0 ¢c 0
= 0 i d 0
Selanjutnya:
(a 0][c O]} ([a 0] c 0
“Up o) ld of)~ b o ?|[d o
la 0][c 0]) [ac 0]
“Ub o]d o])™ b o]™*
[a 0] c 0])_
“Up 0])?\[d o)~

Terbukti bahwa ¢ merupakan homomorfisme.
b) Akan ditunjukkan bahwa suatu pemetaan yang surjektif

a 0
Van,H[ ]’:‘M
x 0

Sehingga terbukti bahwa ¢ pemetaan yang surjektif.
Terbukti bahwa pemetaan ¢ : M—Z, yang didefiniskan oleh:

¢HZ SD = a adalah suatu Epimorfisma

6.5 ISOMORFISMA RING

Misal terdapat dua Ring, yaitu R dan R'. Ring R dan R' dikatakan Iso-
morfik jika terdapat suatu Isomorfisma dari R ke R' atau sebaliknya terda-

pat suatu Isomorfisma dari R ke R',
Terdapat tiga teorema dasar terkait Isomorfisma Ring. Teorema beri-
kut disebut teorema pertama untuk Isomorfisma Ring,

Definisi 6.7
Suatu homomorfisma p dari ring R ke R' disebut isomorfisma jika p

merupakan pemetaan satu-satu (bijektif) dan onto.
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Definisi 6.8 ", iika ada suaty i
Dua buah ring R dan R’ disebut isomorfik (R=R'), Jika ¢ atu g,

I~ . . -‘ '
morfisma dari ring R ke ring R’

Teorema 6.4

Misalkan R dan R' adalah suatu Ring. Jika y
fisma dari R pada R' dengan kernel K, maka R' = R/K.

adalah suatu Homomor.

Bukti:
Misal T : R/K—R, maka t(K+ a)=u(a)

a. Akan ditunjukkan bahwa 1 merupakan suatu pemetaan
Misalkan K+a=K+b, dimana K+ a,K+ b|R/K
Maka t(K + a) =p(a) dan t(K+b)=n(b)
Jika p adalah Homomorfisma maka p(a-b) =u(a) - p(b)
K+a=K+b, berarti juga a - beK

Sehingga:
u(a-b) =0
u(a)-p(b) =0'
u(a) =p(b)

UK+a) =1uK+b)
Jadi, T merupakan suatu pemetaan.

b. Akan ditunjukkan bahwa merupakan suatu Homomorfisma
1[(K+a)+ (K+b)]=1K+(a+Db))
=p(a+Db)
=p(a)+u(b)
=1(K+a)+1(K+b)
dan
1[(K+a) - (K+b)]=1(K+(a b))
=p(a - b)
=p(a) - p(b)
=1(K+a) - 1(K+b)
Jadi, T merupakan suatu Homomorfisma.

¢. Akan ditunjukkan bahwa 7 bersifat injektif (1 - 1)
Misalkan p(a) =p() - K+a=K+b
u(a) =H(b)
p@+pd) =0
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p(a +b =

Itu berarti a - beK, sehingga K+a=K+b

Jadi, T bersifat injektif (1 — 1)

d. Akan ditunjukkan bahwa v bersifat surjektif (pada)
Misalkan beR', berarti b=u(a) untuk suatu aeR
Diketahui aeR dan f: R—R/K, berarti a dipetakan ke K+aeR/K
Kita pilih c=K+aeR/K, sehingga
1) =uK+a)=p(a)=beR'
Jadi, T bersifat surjektif (pada)
Terbukti terdapat Isomorfisma dari R/K ke R’
R=R/K atau R/K=R'
Teorema berikut ini disebut sebagai teorema kedua dari Isomorfisma
Ring.

Teorema 6.5

Misalkan R dan R' adalah suatu Ring dan p adalah Homomorfisma
dari R pada R' dengan kernel K. Bila S' adalah suatu Ideal dari R' dan S
adalah suatu Ideal dari R, maka S/K = S' untuk S={a e R|p(a)eS'}.

Bukti:

Untuk membuktikan teorema ini, maka terlebih dahulu perlu kita
buktikan bahwa S merupakan Ideal dari R.
Dari definisi Ideal, diperoleh:
S= (0, maka terdapat OcR, sehingga p(0) =0' dan 0'eS'
b. S merupakan himpunan bagian dari R, sehingga SCR
Misalkana, b € S
Sehingga diperoleh a € R, p(a)eS' dan beR, p(b)eS'
Jika a+beR, maka p(a+b)=p(a)+u(b)eS'
d. Misalkan aeS dan reR
(1) Untuk Ideal Kiri
Misalkan aeR dan reR
u(ra)=u(r) - u(a)
Sehingga p(a) € S' dan p(r)eR’
Karena S' merupakan Ideal R', maka diperoleh:
ura)=u(r) - u(a)
Jadi, rae$, sehingga S merupakan Ideal Kiri di R.
(ii) Misalkan aeR dan reR
u(ar)=p(a) - u()

L
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Sehingga p(a)eS" dan Hrer'

Karena 8 merupakan Ideal R, maka diperoleh:

par) =p(a) - p(r)

Jadi, ares, sehingga 8 merupakan Ideal Kanan di R.
Maka, dapat disimpulkan bahwa S adalah Ideal di R,

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa
Berikutnya akan ditunjukkan bahwa K€ S
Misalkan keK dan p(k) =0'eS'
Sehingga ke$, yang berarti VkeK, keK—keS
Dapat disimpulkan KC S
Jadi, pemetaan p yang dibatasi pada S mendefinisikan suatu Hon.
morfisma dari S ke §' dengan Kernel K. Sehingga berdasarkan teoremg
pertama Isomorfisma, terbukti bahwa terdapat Isomorfisma dari S/K ke g

S'=S/K atau S/K = §'

Teorema berikut ini disebut teorema ketiga dari Ismorfisma Ring.

Teorema 6.6.

Misalkan R dan R' merupakan suatu Ring dan y merupakan Homomor-
fisma dari R pada R' dengan kernel K. Jika S' adalah suatu Ideal dari R' dan
S merupakan suatu Ideal dari R, maka R/S =R'/S' untuk S = {aeR|u(a)es?.

Secara ekuivalen, bila K suatu Ideal dari R dan KCS merupakan suatu Ide-
al dari R, maka R/ S s[gj/ s .

K K
Bukti:

Misalkan 1 : a — p(a) +S' atau 1(a)e R'/S', mendefinisikan pemetaan
T:R—=RY/S
a. Akan ditunjukkan bahwa 1 merupakan suatu Homomorfisma
Misalkan a, beR
Sehingga diperoleh t(a) =p(a) +S' dan 1(b) =p(b) +S
ta+b) =u(a+b)+S
=(p(@) +pb)) +S'
=(p(a)+S8)+ (u(b) +S"
=1(a) +1(b)
dan
wa-b) =u(a-b)+8
=(u(a) - pd))+8'
=@ +S) - (u(b) +85)
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- =ua) - 1(b)
Jadi, Va, beR berlaku t(a-+b)=1(a)-+1(b) dan t(a - b)="7(a) - T(b),
yang berarti 1 merupakan suatu Homomorfisma,
b. Akan ditunjukkan 1
Ambil xeR'/S'
Misalkan x=qa'+ 8", o' ¢ R'

ahwa 1t bersifat surjektif (pada)

Jika @ pemetaan pada, berarti JaeR sehingga p(a)=a
Maka diperoleh x = p(a) +S'

Pilih aeR sehingga 1(a) = H(a)+S"=x
Jadi, VxeR'/S", JaeR sehingga t(a) =x
Dengan kata lain, 1 bersifat surjektif (pada)
c. Akan ditunjukkan bahwa S=K
- Ambil aeKer(1) CR

diperoleh 1(a)=§,, padahal t(a)=u(a) +S'
jadi p(@)+S'=8'

karena S' Grup bagian aditif dari R' diperoleh p(a)eS'
berdasarkan definisi Ideal, diperoleh ac$

jadi, VaeKer(t)—aeS

dengan kata lain, Ker(t)CS

ambil a€S, berarti aeR dan p(a)eS'

diperoleh t(a)=p(a) +S'=S', sebab p(a)eS'

sehingga aeK, yang berarti SCK

dari S CK, dapat disimpulkan bahwa S=K

Diperoleh 1 : R — R'/S' Homomorfisma surjektif (pada) dengan kernel
K =S. Berdasarkan teorema kedua Isomorfisma, diperoleh R/S =R'/S'". Pa-
dalah R' = R/K dan S' = S/K sehingga terbukti terdapat Isomorfisma dari

R'/S' ke R/S.
R S
!/ 'E SE —_— RN
R'/S'=R/ [K)/(K]

Contoh 6.19:

Suatu pemetaan f: R—R', dimana R=Z dan R'=2Z, maka pemetaan f
merupakan suatu pemetaan yang isomorfisma.

Penyelesaian:
Akan dibuktikan:
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ktif dan surjektif

£ merupakan fungsi inje '
e R, dengan flc

Injektif: ambil sembarang @, |
Ra)=fb)
2a=2b
a=bh (injektin
Surjektif: vy € R' JaeR sec

)= f(h)-+a=b

jemikian hingga fla)=Yy

3-"-.) e R sedemikian hingga 2a=Yy

20//2) =y

y=y (surjektif) | R=R)
Terbukti f merupakan isomorfik dari R ke R' atau (R=R).
Contoh 6.20:
Diberikan D suatu gelanggang, dimana D adalah matriks 2 X 2 dalam ben.

tuk {a _b} Tunjukkan bahwa D isomorfisma dibilangan kompleks C.
a

Dimana D adalah lapangan.

Penyelesaian:

Diberikan f : C— D didefinisikan f (a‘+ ib) = {; ﬂ jelas f satu-satu dan
pada. ‘
Misalkan Z =a+ib dan Z,=c+ id, sehingga:
Z, +Zz=(a+c)+(b+d)i dan Z, Z,=(ac — bd) + (ad + bc)i
Jadi, ‘
o ¢ -d u
f(21)+f(zz)={g b]"‘[d C}=[Z:; (b:fﬂ=f(z1+zz)

a

e[y e e

a

Terakhir, f(I)=f(1 + 0i) =1, identitas matriks.
Jadi, terbukti f adalah Isomorfisma.

Contoh 6.21:

Diketahui Ring <R, +,"> isomorfis dengan Ring <R*,+,"> apabila didefini-
sikan suatu pemetaan dari R ke R*, didefinisikan sebagai berikut:

¢:R— R",dengangp(a) =¢",Ya e R
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Scanne d with CamScanner




BAR 6 o HOMC IMORFISMA RING

Untuk membuktikan bahwa ¢ suatu isomorfisma, maka ¢ harus bijektif
dan ¢ suatu homomorfisma,

Penyelesaian:

a) Akan dibuktikan bahwa ¢ suatu pemetaan yang bijektif

b)

Misal diberikan sembarang beR*, dan aeR, maka b=e¢", sehingga
a=Inb, diperoleh:

</’(<1) - gl c(]nb) =}

Sehingga ¢ suatu pemetaan yang surjektif, selanjutnya untuk mem-
buktikan ¢ adalah pemetaan yang injektif.
Misalkan @(a,) = ¢(a,), maka:
el =
eﬂ] -2 = 1
a,-a,=0
a,=a,
Karena ¢(a,)= ¢(a,) — a'=a?
Maka ¢ adalah fungsi yang injektif (satu-satu).
Terbukti ¢ fungsi bijektif.

Akan dibuktikan bahwa ¢ suatu homomorfisma
@(a+b)=p(a)p®)

=e(a+b)
=e?- e

=@(a) - ¢(b)
Terbukti ¢ adalah suatu homomorfisma.

= Terbukti Ring <R, +,-> isomorfis dengan ring <R*,+,>

RANGKUMAN

1

3.

Sebuah pemetaan f yang membawa dari ring R ke ring R' yang disaji-
kan dalam bentuk f: R—R', dikatakan sebuah homomorfisma sebuah
ring, jika Va, beR, berlaku:

i) fla+b)=f(a)+f(b)

ii) flab)=f(a) - f(b)
Jika R, S, dan T adalah ring dan a : R—S serta (} : S—T adalah ring

homomorfisma maka komposisi fungsi foa : R - T juga merupakan

homomorfisma ring.
Diketahui f : A—B homomorfisma ring dengan peta f(A).
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6.

10.

11.

12.

13.

14,

112

) AA) komutatif, jika A komutatif,
i) Jika A mempunyai elemen satuan 1 dan (1) # 0, maka satuar,
untuk fIA). Jika f11) =0, maka flA) = (0} ring trivial.
i) AAA) tidak perlu daerah integral, jika A daerah integral.
iv) AAA) merupakan field, jika A field dan f(1) = 0.
Misal f: R—R" adalah suatu homomorfisma ring, kernel (inti) dari f,
ditulis dengan:
Ker (f) =K = {xeR|f(x) =0}
Jika f: R—=R' adalah suatu homomorfisma ring, maka Ker(f) =K adalah
ideal dari R,
Diketahui f : R—R' sembarang fungsi dan S sembarang himpunan ba.
gian dari R'. Himpunan £ (S) didefinisikan sebagai semua elemen R
yang dibawa f ke elemen S. Ditulis dengan:
F'(S)={xeAl|f(x)eS}
Himpunan f' (S) dinamakan prapeta (invers image) dari S di bawah f
Diketahui f: R—R' homomorfisma ring.
i) Jika S ideal dalam f(R), maka f (S) ideal dalam R.
ii) Jika S ring bagian dari R', maka f (S) ring bagian dari R.
Misal f : R—R' adalah sebuah homomorfisma maka f dinamakan mo-
nomorfisma jika f injektif.
Misal f : R—R' adalah sebuah homomorfisme, maka f dinamakan epi-
morfisma jika f surjektif.
Suatu homomorfisma p dari ring R ke R' disebut isomorfisma jika p
merupakan pemetaan satu-satu (bijektif) dan onto.
Dua buah ring R dan R' disebut isomorfik (R =R'), jika ada suatu iso-
morfisma dari ring R ke ring R'.
Misalkan R dan R' adalah suatu Ring. Bila p adalah suatu Homomor-
fisma dari R pada R' dengan kernel K, maka R' = R/K.
Misalkan R dan R' adalah suatu Ring dan p adalah Homomorfisma
dari R pada R' dengan kernel K. Bila S' adalah suatu Ideal dari R' dan
S adalah suatu Ideal dari R, maka S/K=S' untuk S={a eR|u(a)eS'}.
Misalkan R dan R' merupakan suatu Ring dan yg merupakan Homo-
morfisma dari R pada R' dengan kernel K. Jika S' adalah suatu Ideal
dari R' dan S merupakan suatu Ideal dari R, maka R/S = R'/S' untuk
S={aecR|u(a)eS'"}. Secara ekuivalen, bila K suatu Ideal dari R dan

K C S merupakan suatu Ideal dari R, maka g /g = (ﬂ) / (‘_9_)
K K
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ARG o HIOMOMOREISHA PIFIC

LATIHAN

1. Tentukan apakah merupakan homomorfisma ring atau bukan.
. frZ = Z dengan fix) = 4x
b f1Z — Z dengan f(x) =3y
¢. fiR-=R dengan f{x) = x?

d. f:R = R dengan f(x)= e

f:Z—-R dengan f(x) = 2x
f fiZ~Z, dengan fX)=a+1
§ f:Z— Zdengan flx)=x?

2. Dari soal nomor 1, selidiki manakah yang termasuk monomorfisma,
epimorfisma, atau isomorfisma?

3. Tunjukkan bila R, R',dan R" merupakan suatu ring-ring dan bila g
R—R'dan f: R'=R" merupakan suatu homomorfisma-homomorfisma,
maka pemetaan komposisi fog:R — R"adalah juga merupakan Ho-
momorfisma.

4. Buktikan bahwa ¢ : C — M.

2x2

(p(a+bi)=[c;) b]

= a

o

(R) yang didefinisikan dengan:

adalah sebuah isomorfisma dari C ke M, , (R).
5. Pemetaan dari C ke C, yang didefinisikan oleh:

p:C—> C,dengan(p(a +bi) =a-bi

Selidiki apakah ¢ merupakan suatu homomorfisma
6. Tunjukkan apakah Z,xZ, merupakan Isomorfisma terhadap Z, se-
hingga Z,xZ.= 7
7. Diketahui pemetaan f : Z—R yang didefinisikan oleh f(x) = x. Buktikan
bahwa f adalah suatu homomorfisma yang injektif. Apakah fsurjektif?
8. Misalkan F adalah field dimana setiap elemen x memenuhi:
3. x=x+x=0
Himpunan Z, merupakan salah satu contoh dari field yang memiliki
sifat tersebut. Didefinisikan f: F—F dengan f(x) = x®. Buktikan bahwa
f automorfisma.

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-

i

3
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STRURTUR ALJARAR RINUG

dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan Materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut;

Banyak jawaban yang benar

Tingkat penguasaan =
aik Banyak soal

% 100%

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diaj

arj
dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) Kategori
90 - 100 Sangat Baik
80 -89 Baik
70-79 Sedang
< 69 Kurang

Jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan materi = 70%,
maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka
mahasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
utama pada materi yang belum dikuasai.

114
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BAB 7

RING POLINOMIAL

Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, maka mahasiswa diharapkan dapat

mengetah

ui dan menggunakan konsep dasar dari ring polinomial, menentukan

teorema sisa dan teorema faktor dalam ring polinomial, serta menentukan poli-

nomial yang irreducible dan reducible.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan bentuk umum ring polinomial dan syarat terbentuk-
nya ring polinomial, teorema sisa dan teorema faktor, serta polinomial irreducible

dan reducible, maka mahasiswa dapat:

Menjelaskan definisi dari ring polinomial, polinomial yang irreducible dan re-

a.
ducible
b. Mengaplikasikan teorema sisa dan teorema faktor.
c. Mengaplikasikan definisi algoritma pembagian polinom.
d. Menentukan hasil bagi dan sisa dari suatu algoritma pembagian polinom.
e. Mengidentifikasikan polinomial yang irreducible dan reducible.
Deskripsi Singkat:

Pada bab 7 ini, membahas tentang ring polinomial, algoritma pembagian polinom,
teorema sisa dan teorema faktor dalam ring polinomial, serta menentukan poli-

homial yang irreducible dan reducible.
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7.1 KONSEP DASAR RING POLINOMIAL
Definisi 7.1.

Bentuk umum dari suatu polinomial adalah:
n

1 2 n _
p(x) =qy +@X +AOXT+. QX = Zaixi
i=0

Dimana a, adalah koefisien dari p(x). Bila x"=0 maka derajat p(x)
adalah n dan bila n=0 maka derajat p(x) adalah nol.

Contoh 7.1:
a) p(x)=2x"+ 3x’-2x+5, adalah polinom yang mempunyai derajat 4,
b) p(x)=x"+x*+2x*-1, adalah polinom yang mempunyai derajat 7.
¢) p(x)=>5, adalah polinom yang mempunyai derajat 0.
Polinomial nol dan polinomial yang berderajat nol, disebut polino.

mial konstan.

Definisi 7.2

Misalkan dua buah polinom P(X) =a, + alxl + azxz +...+a,x" dan
q(x) = by + by\’l + b2x2 +...+b, x™ dikatakan sama p(x)=q(x) jika dan ha-

nya jika a =b, untuk semua i=0.

Contoh 7.2:
2x? +3x3 =2x+5 2 2x* +5x3 - 2x +5

Dua buah polinom di atas dikatakan tidak sama karena memiliki koefisien
yang berbeda, di mana koefisien x® di ruas kiri bernilai 3, sedangkan koe-

fisien x® di ruas kanan bernilai 5.

Contoh 7.3:
2x* +5x% - 2x +5=2x* +5x° - 2x+5
Dua buah polinom di atas dikatakan sama karena memiliki koefisien yans

sama pada setiap suku yang bersesuaian.
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pefinisi 7-3

i 1108 # ¥ ; ' N\ l y
Misalkan dua buah polonomia 1)(.x) ay +ayx' u,x" oot @, 0" dan

] 4) I
v thyx” 4 byx 44 b X maka has -
q(.\) by + 2 m™ " maka hasil penjumlahan dua polino-

2 3 " ‘ | 9 5

) g S plX I glx) oo X vy vk o

mml yailu il ) 1 ) 0 POXTHOXT b axT di mana k= maks(n,
q} untuk setiap i, ¢, = a 4 b, untuk 0 =j=k,
contoh 7.4:

4 3

+3x° .

. » Y ,.4 ,3 .
sisal  p(x)=2x"+3x" ~2x+5 dan q(x) = 5x +3x? ~5x+1
maka:

p(x) q(x) = (2x4 +3x° - 2x +5)+(5x4 +3x° + 3x? —5x+1)
=(2+5)x" +(3+3)x? +(0+3)x? +(-2-5)x +(5+1)

=7x4+6x3+3x2—7x+6

Definisi 7.4

Misalkan dua buah polinomial P(x)=ag + a,x! +ayx* +...+a,x" dan
g(x)=by +byx' +b,x* +...+b,x™, maka hasil perkalian dua buah poli-
nomial yaitu: p(x)-q(x)=co+cx! +cpx? +...+cx* di mana k=n+m
untuk setiap i,¢; = a;by +a;_1b; +...+a;b;_; +ayb;.

Contoh 7.5:

Misalkan p(x)=3x*+x+2 dan q(x)=x+2, maka:
p(x) - g(x) =@Bx*+x+2)-(x+2)

=3x3 4 6x2+x?+2x+2x+4
=3x3+7x2+4x+4
Definisi 1.5
Misal R adalah suatu Ring Komutatif. R[x] disebut sebagai Ring Poli-

n
nomial atas R dengan R[x] = {p(x), q(x), r(x), ...} untuk p(-\‘) = Z g 0a,-x‘-

dan q(x)= Zr:: Obxi dan a,€ R.

Contoh 7.6:

Misal p(x) dan q(x) adalah polinom-polinom pada Z, [x] dengan
P()=2x* + 35+ 2x + 5 dan g(x) = 5x* + 3x’+ 3x?+ 5x + 1, maka:

17
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p(x)+q(x) (2x4 F3x? - 2x 4 53) | ('.';,YA' Fax? 4 3x? - Bx 4 l)

(245)x" 4 (343)x” 1 (04 3)x” +(245)x +(5+1)

/ R 2 = y p ‘ "
7){1 FOx .";Xz x4 G larena madulo 2, maka

Kl

Ix" +0x" 4 1x" 1100
=1414x
X+ 2

Contoh 7.7:

Misal p(x) dan g¢(x) adalah polinom-polinom pada Z, [x], dengap
p(x)=3x*+x+2 dan g(x)=x+2, maka:
pOx) - q(x)=3x*+x+2 ) (x+2)
=(3- 1)x2*) +(3-2) x*+ x4 +2x+2x+4
=3x*+7x*+4x+4
=3x*+3x*+0x+0
= 3x3 + 3x?

Contoh 7.8:

Diketahui dua buah polinomial, yaitu:

p(x)=2x*+2x*+1 dan q(x)=3x*+4x+1 dalam ring Z; [x].
a) px)+qx)

b) p(x) - qx)

Penyelesaian:

p(x) dan q(x)eZ,_ (x), maka:
a) p()+q(x)=(2x*+2x*+1)+(3x*+4x+1)
=2x3+4x+2
b) p(x)-qlx) =(2x*+2x*+1) - 3x*+4x+1)
=x"+ 4x"+4x+1

Berdasarkan beberapa contoh di atas, dapat ditarik kesimpulan bahwa
jika tidak terdapat penjelasan terkait koefisien, maka polinom dianggap
sebagai bilangan real. Namun, jika terdapat penjelasan lebih lanjut, maka
koefisien berdasarkan Ring yang dimaksud.

Contoh 7.9:

Dalam Z, [x] yaitu ring polinomial dengan koefisien bilangan bulat modu-

e
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Misal p(x) =¥+ L Hitunglah:
7(\) P(\) dalam | ., (x]
(x) +p(x) dalam 7 [v)

11

) P

penyelesaian.-

o P p) =(x+1) - (x+
=x'+2x+1
:‘\2"'}'1

B pe)+p) =0t +0x+1)
=2x+2
=0

Teorema 1.1

Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur identitas. Maka R[x]
adalah ring komutatif dengan unsur identitas.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa R[x] adalah grup abelian di bawah poli-

nomial penjumlahan. Polinomial nol, f(X)=0, identitas penjumlahan. Di-
berikan sebuah polinomial p(x) = En Oaixi , invers dari p(x) dengan
1=
o oty ix o e On i N i
mudah dapat diverifikasi menjadi —p(x) = Z . 0(—ai)x = Z S
Sifat komutatif dan asosiatif ditunjukkan dari definisi penjumlahan poli-
nomial dan dari fakta penjumlahan di R adalah keduanya komutatif dan
asosiatif.

Akan ditunjukkan perkalian polinomial bersifat asosiatif, misalkan:
m

p(x) - Zaixi,

B ib,.x'}
Maka .
[P(x)q(x)]r(x) = Uiaixi }[ibix"} {ic,-xi J
M}E 19
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Proposisi 1.1:

I

i=0

j=0

m+n+p| i

i=0 | j=0
m+n+p
f:o j+k+1—_—i

3

j=0

mi[i“fbff
[

[
Z‘lf

—

i~j
biCij-k
k=0

LiZO

8

j .
> b, ]Cj}xl

k=0

i
ajbkcr]x

;

j=0

N———

- p(x)[a(x)r(x)]

Sifat komutatif dan distributif dari perkalian polinomial dapat dibuk-
tikan dengan cara yang sama. Pembuktian kedua sifat tersebut kita ting-

galkan sebagai latihan oleh pembaca.

Jika R suatu daerah integral, dan p(x), q(x)eR[x] dengan masing-
masing p(x) dan q(x) bukan polinomial nol, maka:
deg(p(x) - g(x)) =deg p(x) + deg q(x)

Jika polinomial R[x] bukan daerah integral, derajat dari hasil suatu
perkalian polinomial bisa lebih kecil dari derajat hasil penjumlahan poli-

nomial tersebut.

Contoh 7.10:

Misal p(x) dan q(x) dalam Z, [x] dimana p(x) = 2x*+ x dan g(x) = 3x, maka
hitunglah p(x) - q(x) dalam Z, [x].
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)= - (2xH+x) - 3x
pe = 6x" + 3x°
=ax®

12 ALGORITMA PEMBAGIAN POLINOM

rearema 1.2

Misalkan f(x) dan g(x) adalah dua buah polinom, dengan f(x) = a,+a,
o, Bt x" dan gx)=b,+b, x'+b, X’+...+b_x" di mana f(x)
gwe R[x] dan g(x)xo maka terdapat polmom polmom yang unik q(x),
r(x)eR[x] sedemikian sehingga:

fO)=q(x) - g(x) +r(x)
dengan r(x) =0 atau derajat r(x) < derajat g(x).
polinom-polinom ¢(x) dan r(x) ditentukan secara tunggal oleh f(x) dan
g(x) yang diperlukan. Selanjutnya f(x) disebut polinom yang dibagi, g(x)
disebut polinom pembagi, q(x) disebut hasil bagi (quotient) polinom, dan
r(x) disebut sisa hasil bagi (reminder) polinom.

Contoh 7.11:
Tentukan hasil bagi dari polinom-polinom dari f(x) =x*+ 4x*+ 5x +7 dan
gx)=x+1.

Penyelesaian:

Diperoleh: x% + 3x + 2
(x+1) /x3+4x2+5x+7
x3 + x* ~

3x% + 5x

3x? + 3x -
2x +7
2x + 2 -

5

Jadi, f0)=q(x) - g(x)+r(x) dengan mengambil g(x)= x*+3x+2 dan
r(x)=5.
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Contoh 7.12:
Tentukan hasil bagi dan sisa dari polinom-polinom berikut lffrl1?1(l::p 7
[x], dimana p(x) = 3x* + 3x7+ 2x + 1 dan g(x) =x"+ 2, p(x) adalah polinop,

vang dibagi dan g(x) polinom pembagi.

Penyelesaian:
p(x) = 3x* + 3x? + 2x + 1 adalah polinom yang dibagi dal

q(x)=x7+2 adalah polinom pembagi dalam Z, [x] _
Hal ini berarti bahwa koefisien-koefisien dari po]mom—polmom terseby

hanya bernilai 0, 1, 2, dan 3 saja.

p(x) B 3xd +3x% +2x +1

am Z, [x]

g(x) x* +2
3x+3
x2+2/3x3+3x2+2x+1
3x3 + 2x —
3x?% + 1
3x% + 2 —

p(x)

g(x)

Dari pembagian polinom-polinom tersebut dalam Z, [x] dari

3, g.2
3x” + 3;‘ +2x+1 adalah 3x+3 dengan sisa 3.
x°+2

7.3 TEOREMA SISA DAN TEOREMA FAKTOR
Definisi 1.6.

Suatu polinom tak konstan f(x)eR[x] dinamakan polinom tidak tere-
duksi (irreducible) atas F apabila f(x) tidak dapat dinyatakan sebagai hasil
kali dua polinom g(x) dan h(x) di R[x] dengan derajat g(x) dan derajat h(x)
kurang dari derajat f(x). Sebaliknya, apabila terdapat g(x) dan h(x) di R[x]
sehingga f(x)=g(x)h(x) dengan derajat g(x) dan derajat h(x) kurang dari
derajat f(x) maka f(x) dinamakan polinom tereduksi (reducible).
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Teorema 13
Polinomial f(x) jika dibagi oleh (x - @) dalam polinomial F{x] maka

cisanya adalah f(a)

Bukti:

pengan menggunakan algoritma pembagian, maka
A9(x), r(x)eF(x]

pengan f(x)=q(x) (x - a)+r(x), dimana jika r(x) =0 atau derajat dari
r(x) kurang dari 1. Jadi, sisa pembagian adalah konstan, r, e ¥ dan

f(X) =q0)(x - a) + r
Sehingga didapat fa)=r,.

Teorema 1.4

Polinomial (x—a) adalah faktor dari f(x) dalam polinomial F[x] jika
dan hanya jika f(a) =0. Suatu elemen aeF[x] dikatakan akar dari polino-
mial f(a) =0. Sehingga berdasarkan teorema faktor tersebut, (x-a) adalah
faktor dari f(x) jika dan hanya jika f(a)=0. Suatu polinomial f(x)=0 dan
f(x) bukan unit, f(x) disebut irreducible di F[x] jika:

SO =g(x) - h(x)

Sehingga g(x) unit atau h(x) unit di F[x]. Suatu polinomial f(x) disebut

reducible di F[x] jika f(x) tidak irreducible di F[x].

Contoh 7.13:

f(x)=x*- 3 tidak tereduksi di R[x], karena x*- 3 tidak dapat dinyatakan
sebagai perkalian dua polinom g(x), h(x)eR[x] dengan derajat (g, h)<
derajat (f).

Contoh 7.14:

fix)=x2- 3 tereduksi di R[x], karena x?- 3 dapat dinyatakan sebagai per-
kalian dua polinom g(x), h(x)eR[x] dengan derajat (g, h)< derajat (f),

sehingga x? -3 = (x + ﬁ)(x _\’/5)

Contoh 7.15:
Tunjukkan bahwa polinom p(x)=x*+x + 2 tidak tereduksi atas Z_.
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Penyelesaian:

Z,={0, 1, 2}, maka diperoleh:
p(0)=02+0+2=2
p)=1+1+2=1

1)(2)———*22-{-24-2:2 s tidak | |
\ — acli jak Lere i
Karena tidak terdapat xeZ,, schingga p(x)=0.J adi, p(x) teak tereduks;

atas Z.,.

Contoh 7.16:

Tentukan bahwa polinom p(x)=x*-+x+ 1 tereduksi atas Z;

Penyelesaian:

Z,={0, 1, 2}, maka diperoleh:
p(0)=02+0+1=1
p(1)=12+1+1=0
p(2)=22+2+1=1 .
Karena terdapat xeZ,, sehingga p(1)=0. Jadi, p(x) tereduksi atas Z,.
Contoh 7.17:

a) Polinomial h(x)=x?~ 1 reducible atas Z karena ada elemen Z yang
merupakan akar dari h(x) sehingga h(x)=x*-1= (x+1)(x - 1).

b) Polinomial s(x)=4x*- 1 irreducible atas Z karena tidak ada elemen Z

yang merupakan akar dari s(x).
¢) Polinomial p(x)=x2- 4 reducible atas Q karena terdapat 2€Q sehingga

p(2)=0.
d) Polinomial q(x)=x2- 2 merupakan polinomial irreducible atas Q kare-

na tidak ada elemen Q yang merupakan akar dari q(x).
e) Polinomial p(x)=x*- 4 reducible atas R karena mempunyai akar dalam

R sehingga p(x) = x*~4 = (x + 2)(x - 2).
f) Polinomial g(x) =x*-2 reducible atas R karena mempunyai akar dalam
R sehingga p(x) = x?-2= (x + \/5)(x - JZ_)

Teorema 7.5

; Jikaln p(x) polinomial berderajat n=0 dengan koefisien dalam suatu
aerah integral D, maka p(x) paling banyak mempunyai n akar dalam D.
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guktic
pembuktian ini menggunakan prinsip indulksi pada derajat dari p(x)
polinomia] berderajat 0 merupakan konstan tidak nol a, 9= da-n
olas hahwa mempunyai akar 0. Misalkan p(x) mempunyai derajat n> 0.
jika D mengandung akar t, dari p(x) mempunyai faktor x - t, dan
px)=(x-t, Jq(x)
dengan g(x) mempunyai derajat n - 1.
Andaikan induksinya adalah bahwa q(s) dan sebarang polinomial de-
rajat 1 = 1 yang lain mempunyai paling banyak n-1 akar.
Misalkan t,, t,, ..., t, dengan k=n (¢, mungkin termasuk dalam akar

yang sama).
Berarti q(x) mempunyai faktorisasi

qe)=(x-t,)x-t;) ... (x -t ) g0
Dalam hal ini g(x) mempunyai derajat n - k yang tidak mempunyai
akar dalam D. Akibatnya, p)=(x -t,) qlx)=(x - t) (x-t)(x-t)..

(x -t ) gx).
Misalkan s sebarang elemen dalam D yang berbeda dari t, t, ..., t,

diperoleh:
pis)=(s-t)s-t)(s-t) ... (s —t)g(s)
Terlihat bahwa p(s) merupakan perkalian dari k+1 anggota tidak nol
dalam suatu daerah integral, sehingga p(s) tidak nol.
Hal itu berarti p(x) paling banyak mempunyai k akar ¢, t,, ..., t, de-
ngan k <n.

Contoh 7.18:

Akan dicari faktorisasi dari polinomial:
f)= 2x* +x°+ 3x2+2x+ 4

Atas field .

Penyelesaidn:
Terlebih dahulu kita akan menentukan akar-akar dari f(x) dalam Z_.
z.={0,1,2,3,4}
Karena f(0) =4, f(1)=2, f(2)=0, f(3)=1,dan f(4) =1, maka 2 adalah akar
dari f(x) dalam Z. Oleh karena itu:

(2x4 +x7 4 3x2+2x+4) + (x - 2) = (2x* + 3x + 3)
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sehingga:
fx)=(x - 2)(2x*+ 3x+3)

dengan g(x)=2x"+3x+3. Selanjutnya, g(0)=3, g(1)=3, dan g(2)=q
maka 2 adalah akar dari g(x) dalam Z,. Oleh karena itu:
(2x%+ 3x+3) + (x - 2) = (2x*+ 4x+ 1)

Sehingga:
2(x)=(x - 2)(2x*+4x + 1)

Dalam hali ini, h(x)=2x2+4x+1 tidak tereduksi (i
h(0)=1, h(1)=2, h(3)=1, h(4)=4. Akibatnya, f(x) dapat difaktorkan

rreducible) kareng

menjadi:

fxX)=2x"+x7+3x*+ 2x+4
=(x-2)*(2x?+4x+1)

RANGKUMAN

1. Bentuk umum dari suatu polinomial (suku banyak) adalah:

n

p(x)=ay +ax' + ayx? +...+a,x" = Zaix,-
i=0
Dimana a, adalah koefisien dari p(x). Bila x"=0 maka derajat p(x)
adalah n dan bila n=0 maka derajat p(x) adalah nol.
9. Misalkan dua buah polinom p(x)=a’+aq x'+a, X*+..+a, X' dan
q(x)=b,+b, x!+b, x*+...+b, x" dikatakan sama jika dan hanya jika

a =b, untuk semua i=0.

3. Misalkan dua buah polonomial p(x)=a,+a, x'+a, x*+...+a, X" dan
q(x)=b,+b, x’+b, x*+... +b_ x", maka hasil penjumlahan dua poli-
nomial yaitu: p(x) +q(x)=c,+¢, x'+c, xX*+... +¢, x* dimana k = mak-
s{n, m} untuk setiap i, c,=a,+b, untuk 0 <i<k.

4. Misalkan dua buah polinomial p()=a,+a, x'+a, x*+...+a_ x" dan
q(x)=b,+b, x' +b, x*+...+b, x", maka hasil perkalian dua buah poli-

nomial yaitu: p(x) - q0)=c,+¢c, x' +¢, x*+...+ ¢, x* dimana k=n+m
untuk setiap i, ¢, =a b,+a_ b, +..+a b +a,b,.

5. Misalkan R adalah suatu Ring Komutatif. R[x] dikatakan sebagai
Ring Polinomial atas R dengan R[x]={p(x), q(x), r(x), ...} untuk

" n
p(x)= Zi:()a,'xi dan q(x) = Z::Obx,. , ... dan a eR

6. Jika.R suatu daerah integral, dan p(x), q(x)eR[x] dengan masing-
masing p(x) dan g(x) bukan polinomial nol, maka:
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deg(p(x) - q(x)) =deg p(x)+ deg q(x)

omial R[x] bukan dacrah intey;

» polin al, derajat dari hasil syat

‘,crlw““" polinomial bisa lebily kecil dari derajar hasil penjumlahan
. S ¢ ¢
mlinomlf\l tersebut.
T an f(0) dan g(x) adalah dua bush polinom. dene:

) Mlsan\dnf(.\) ‘ §(])( i I Ea polinom, d(_11;;.111[(3();;-_(104_01

7 P s ¥ Y ) — - 5 N 2 .

g e ta X dan gx)=b +b x'+b x* 4., +b x™ dimana f(x)
3

’ 9 = R[x] dan glx)=0, maka terdapat polinom-polinom yang unik
‘q ), rx) € R[x] sedemikian sehingga: '
SO =q(x) - gl) -+ r(x)

4engan r(x) =0 atau derajat r(x) < derajat g(x).

p(,]inom-polinom q(x) dan r(x) ditentukan secara tunggal oleh f(x)

dan g(x) yang diperlukan. Selanjutnya f(x) disebut polinom yang di-

bagi, g(®) disebut polinom pembagi, q(x) disebut hasil bagi (quosient)

polinom, dan r(x) disebut sisa hasil bagi (reminder) polinom.

guatu polinom tak konstan f(x) € R[x] dinamakan polinom tidak ter-

eduksi (irreducible) atas F apabila f(x) tidak dapat dinyatakan sebagai

hasil kali dua polinom g(x) dan h(x) di R[x] dengan derajat g(x) dan

derajat h(x) kurang dari derajat f(x). Sebaliknya, apabila terdapat g(x)

dan h(x) di R[x] sehingga f(x)=g(x) h(x) dengan derajat g(x) dan de-

rajat h(x) kurang dari derajat f(x) maka f(x) dinamakan polinom tere-
duksi (reducible).

0. Polinomial f(x) jika dibagi oleh (x — a) dalam polinomial F[x] maka
sisanya adalah f(a)

10. Polinomial (x — a) adalah faktor dari f(x) dalam polinomial F[x] jika
dan hanya jika f(a)=0. Suatu elemen acF[x] dikatakan akar dari po-
linomial f(a) = 0. Sehingga berdasarkan teorema faktor tersebut, (x-a)
adalah faktor dari f(x) jika dan hanya jika f(a)=0. Suatu polinomial
f(x)=0 dan f(x) bukan unit, f(x) disebut irreducible di F[x] jika:

f0)=g(x) - h(x)
Sehingga g(x) unit atau h(x) unit di F[x]. Suatu polinomial f(x) disebut
reducible di F[x] jika f(x) tidak irreducible di F[x].
11. Jika p(x) polinomial berderajat n=0 dengan koefisien dalam suatu

daerah integral D, maka p(x) paling banyak mempunyai n akar dalam
D.
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LATIHAN

L. Diketahui polinom-polinom f(x) = 2x' + 3x* + x + 1 dan 80x) =

x*+ 2. Carilah;
@ flx)+g(x)
b.  flx) - g(x)
¢ flx) - g(x)

2. Diketahui polinom-polinom f(x) = 2x* + 3x* -+ x+1 dan glx)= x? 4

2. Carilah:

a.  f(x)+g(x) dalam Z [x]

b.  f(x) - g(x) dalam Z. [x]

c.  f(x) - g(x) dalam Z[x]

Diketahui polinom-polinom f(x) = ¥’ +x5+x*+x'+x+1 dan g(x) =

x’+x+ 1. Carilah:

a. f(x)+g(x) dalam Z, [x]

b. f(x) - g(x) dalam Z, [x]

¢. f(x)-g(x) dalam Z, [x]

4. Tentukan hasil bagi dan sisa dari polinom-polinom berikut terhadap
Z, [x], dimana p(x) = 2x*+ 3x3+ x + 1 dan q(x) =x*+ 2, p(x) adalah po-
linom yang dibagi dan g(x) polinom pembagi.

5. Tentukan hasil bagi dan sisa dari polinom-polinom berikut terhadap
Z, [x], dimana p(x)=x"+x°+x*+x*+x+1 dan q(x)=x*+x+1, p(x)
adalah polinom yang dibagi dan g(x) polinom pembagi.

6. Tentukan apakah polinom-polinom berikut tereduksi atau tidak tere-
duksi:

a. p(x)=53+2x+x*+4x3+3x+5di Z, [x]
b. p(x)=x"+3x*+2x*- 3 di Z, [x]

7. Tentukan semua akar-akar dari polinomial f(6)=x%-x di dalam Z,

Apakah polinomial f(x) =x*+2x+1 dalam Z, [x] irreducible atas Z,?

9. Nyatakan a(x) dalam b(x), q(x), dan r(x) sehingga:

a(x)=b(x) q(x) +r(x)

Jika a(x) =x*+5x*+ x+1 dan b(x) =2x+ 3 dan koefisien-koefisien po-
linomial dalam Z,.

10. Tentukan semua polinomial derajat 2 yang irreducible atas Z b

W

&

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
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- masing-masing mahasiswa menghitung tingk
414
dic gan men“,unulxan rumus sebagai berikut;
dena*

at penguasaan materj

Banyak uwabm
Tingkat pengiasaan = ~— yar ja myang benar

Banyak soal

«100%

K]asiﬁkasikzm tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari
an rentang nilai di bawah ini:

denge
Rentang Nilai (ﬁ"n) Kategori
—  90-100 Sangat Baik
80 - 89 Baik
70 -79 Sedang
< 69 Kurang

maka mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
jika tingkat penguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka
mahasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
utama pada materi yang belum dikuasai.

Jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan materi = 70%,
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BAB 8

RING FAKTOR DARI RING
POLINOMIAL

Tujuan Instruksianal Umuim:
e At e b i
Setelah mempelajari materi pada bab ini, diharapkan mahasiswa dapat menge-

tahui dan mengaplikasikan teorema-teorema dasar terkait ring faktor (quotient
ring) dari sebuah ring polinomial.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan mengenai teorema-teorema dasar terkait ring fak-
tor (quotient ring) dari sebuah ring polinomial, maka mahasiswa diharapkan da-

pat:

a. Mengaplikasikan teorema-teorema dasar terkait ring faktor (quotient ring)
dari sebuah ring polinomial.

Mengaplikasikan teorema fundamental dari homomorfisma ring.
Menentukan sifat-sifat suatu ring faktor dari ring polinomial.

Menentukan banyaknya elemen suatu ring faktor dari ring polinomial.
Menentukan operasi hitung suatu ring faktor dari ring polinomial.
Menentukan invers dari field suatu ring polinomial.

~0o a0 o

Deskripsi Singkat:

Dalam bab ini akan dibahas tentang teorema-teorema dasar terkait ring faktor
(quotient ring) dari sebuah ring polinomial, teorema fundamental dari homomor-
fisma ring, sifat-sifat suatu ring faktor dari ring polinomial, cara menentukan ba-
nyaknya elemen suatu ring faktor dari ring polinomial, cara menentukan operasi
hitung suatu ring faktor dari ring polinomial, dan cara menentukan invers dari
field suatu ring polinomial.
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8.1 RING FAKTOR DARI RING POLINOMIAL

Teorema 8.1
Jika F merupakan lapangan (fie
rupakan ideal utama (ideal principal).

Id), maka setiap ideal dalam Flx] me-

Bukdti:

Misal N ideal dalam F[x].

1) Jika N ideal trivial {0}, maka N=(0)
2) Jika N mengandung suatu polinomial konstan ¢, maka terdapat ¢
dalam F sehingga ¢ ! ¢ =1 berada dalam N (karena N ideal). Akibatnya

N mengandung setiap polinomial yang memiliki kelipatan 1, sehingga
N=F=(1).

3) Misal N non trivial dan tidak mengandung konstanta y
Akibatnya N mengandung paling sedikit polinimial berderajat positif.
Misal b(x) polinomial berderajat terkecil dalam ideal N. Ideal N me-

ngandung ideal (b(x)).

Akan dibuktikan bahwa (b(x)) tunggal mengandung N.
Misal a(x) dan b(x) dalam F[x], maka terdapat q(x) d
a a(x)=b(x) q(x)+r(x) dengan derajat (r(x)) < derajat

ang tak nol.

an r(x) dalam

F[x], sehingg
(b(x)). Akibatnya, r(x)= a(x) — b(x)q(x).
Karena b(x) dalam N, maka dengan mengingat N ideal diperoleh b(x)

q(x) dalam N sehingga r(x) dalam N.
Karena b(x) merupakan polinomial berderajat terkecil dalam N, maka

r(x) harus merupakan polinomial konstan dan dengan mengingat
asumsi bahawa N tidak mengandung polinomial konstan yang tidak
nol, maka r(x)=0. Akibatnya, a(x)=b(x) q(x) untuk suatu q(x) dalam
F[x]. Berarti N termuat dalam (b(x)).

Contoh 8.1:
Diketahui ring R[x] dan ideal

(x2 + 1) = {f(x)(x2 + I)U(x)dalam R[x]}

Penyelesaian:
Akan ditentukan sifat-sifat dari R[x]/(x?+1)
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B PING FAKTOR Ay BIF e, 1 N IRIOMA
SRUIMA

R ring komutatif dan mempunyai elemen satuan, m
d

C ¢

a

gare”

) kol‘nllt ' } e i ak mempu_
ing ar real, maka (X’ + 1) irreducible dalam R[x] sehingga (x?+ 1) tid

i ake s '
pyd! ;,un)"ﬂi faktor dengan derajat satu,

\rn
mé

kan N sembarang ideal dalam Rix] yang memuat (x?+ 1) secara sl
e x\man mengingat teorema, maka N-={p{x)) untuk suatu p(x). Karena
ti';zel )‘—dalam N, maka (x*+ 1)::”(-\1) () untuk suatu q(x) dalam R[x].
I;"H rena (x*+1) irreducible dalam R{x}, maka p(x) atau g(x) suatu konstan.
q(x) konstan, maka N=(x*+1) sehingga hal ini kontradiksi dengan

. ’ b aka R[x] juga
atif dengan unsur kesatuan 1 x° Karena (x2+ 1) tid

ak

ika 4 ) . . "
i pyataan bahwa N mengandung (x’+1) secara sejati. Akibatnya, p(x)
,e ) C ) : .

erupakan suatu polinomial konstan dan tidak nol karena N mengandung
mert}

;1) secara sejati. Dengan melihat teorema 8.1 bagian ke-2 diperoleh
‘\.‘ -

(,: R[x]. Sehingga diperoleh R[x]/(x*+1) field. Karena R[x]/(x*+1) field,
lmaka juga merupakan daerah integral.

Teorema 8.2

jika F field dan polinomial p(x) irreducible dalam F[x], maka ring fak-
tor (quotient ring) F[x]/(p(x)) merupakan field.

Teorema 8.3 (Teorema fundamental dari homomorfisma ring)

Jika diketahui f : R—R' homomorfisma ring dengan peta f(R) dan inti
K, maka ring faktor R/K isomorfisma dengan f(R).

Bukti:
Karena inti K dari homomorfisma ring ideal, maka ring faktor R/N
terdefinisikan.
Karena K juga inti dari homomorfisma grup f: <R, +> — <R, + >, maka
dengan mendefinisikan pemetaan diperoleh:
g:R/K — f(R)
Dengan g(r + N) = f(r), diperoleh:
g(r+N) (P +N)) =gl + 1)
=far')
=f(r) fr )
=g(r+N)gr+N)

Sehingga terbukti g merupakan isomorfisma ring.

Contoh 8.2: b
Himpunan bilangan rasional Q adalah lapangan (field) dan polinomial
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q(x)=x*~ 2 irreducible atas Q, maka ring faktor Qlx|/(x”*~ 2) merupakay

field. Field tersebut akan isomorfis dengan:

Q(\fz) = {(1 4 b\/ilu,b e ()}

Contoh 8.3:
Himpunan bilangan bulat Z, mempnk(mﬁcld dan polinomi q(x)=x"+x+1

irreducible atas Z, sehingga ring faktor Z, [x]/(x*+x+ 1) merupakan field.
Field tersebut akrm isomorfis dengan:

Z,(@={a+ba]abeZ,}
Yaitu field yang mempunyai 4 elemen. Hubungan antara Z, dengan Z,(a)

sebagai berikut:

GAMBAR 8.1. Hubungan antara Z, dan Z, (o)

Contoh 8.4:

Misalkan diketahui polinomial monik irreducible p(x) =x2+2x + 2 atas field
Z,. Akan ditentukan semua elemen dari field Z, [x]/(p(x)) dan pada saat
yang sama mengkonstruksikan tabel penjumlahan dan perkalian dari field

tersebut.

Bukti:
Misalkan P=(p(x)) dan a=x+ P dalam Z, [x]/(p(x))
Flemen-elemen dalam Z, [x]/(p(x)) adalah:

0=0+P
1=14P
2 = 24P

Dan « seterusnya sehingga, diperoleh:
{0,1, 2,0, a+1, a+2, 2a, 2a+1, 200+ 2}

Tabel penjumlahan dalam Z, [x]/(p(x)) dapat dinyatakan sebagai berikut:

FERN
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TABEL 8.1, Tabel Penjumiahan dalam 7 X/ ()
1

0
. i
i .
.J'r’ l
l oo
A("' -)
2 2|
Q
a . it
~1 | ard
atl )
/TT at2
ats L
9
g 2w | 200
//""' ":-""‘-
a1l
patl | 207
A
qa+2 | 20%2
| o

~‘1,‘ i “ ‘ ik l.t tv 2 ").u ‘
e R LA S B
i .(l - l. ) Q _é 2 \ u atl Jit " ,/,:
__‘,‘,t,l“ S') Ao 2at ] 2at2 o
a2 | o ) 20 AT I
Q ~_l_l_j'—] A;’.'({-'iff ‘"AT,),(';W ) );,Hﬂ ""“.‘f)’"“""
ol 22| o | v | 2 |«
200+ 2 2Q 1 & 1 o lv(—ui
{f')‘u 200+ 1 2 0 1 { -

Untuk memperoleh hasil dari tabel perkalian, perlu diperhatikan bah-
wa @ merupakan akar polinomial p(x) sehingga p(a) =0 atau

a?+2a+2=0
Atau o2 =-20 = 2=a+1. Sebagai contoh:
2a+1) (a+2)=202+20a+2
=2(a+1)+2a+2
=2a+2+20+2
=a+l

Tabel perkalian dalam Z, [x]/(p(x)) dapat dinyatakan sebagai berikut:

TABEL 8.2. Tabel Perkalian dalam Z; Ix)/(p(x)

0 1 2 a a+l a+2 2a 200+1 | 2a+2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
1 0 1 2 a at+l | a+2 2a 20+1 | 2a+2
2 0 2 1 o 2052 |2ar1| o | a+2 | a+l |
a 0 a 2a a+l | 2a+1 1 200+ 2 2 a+2
at+l 0 a+1 | 2a+2 | 2a+1 2 o] a+2 2a 1
a+2 0 a+2 | 2a+1 1 a 20+2 2 a+l 2Q
2a 0 20 Qa 20+2 | a+2 2 a+l 1 20+ 1
2a+1 0 2a+1 | a+2 2 20 a+1 1 200+ 2 o
20+2 0 20+2 L_gjl a+2 1 20 | 2a+1 a 2
Contoh 8.5:
Misalkan diketahui polinomial reducible p(x)=x*-+ 1 atas field Z,.
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Penyelesaian:

i ving faktor Z, [x]/(p(x)) dan paq,
abel pcnjumlalmn dan perkg.
x-+P dalam Z, x|,

Akan ditentukan semua clemen dar
saat yang sama juga akan dikonstruksikan !
lian dari ving faktor ini. Misalkan p=(p(x)) dan a=
(P(x)).

Elemen-clemen dalam Z, [x]/(p(x)) adalah:

b i berikut
it ai berikut:
Tabel operasi penjumlahan dalam Z, [x1/((x)) sebagal ber

TABEL 8.3. Tabel Operasi Penjumlahan dalam Z, [x)/(p(x)

Py 0 1 a a+t+1
0 0 1 a a+1
1 1 0 a+t+1 a
a a a+1 0 1
a+1 a+l 1 0

Untuk membuat tabel operasi perkalian Z, [x]/(p(x)) dengan memper-

hatikan bahwa p(a) =0 atau:
a’+1 =0
a? = -1
=1
Sehingga diperoleh tabel perkalian sebagai berikut:

Tabel 8.4. Tabel Operasi Perkalian dalam Z, [x]/(p(x))

o 0 1 a a+l
0 0 0 0 0
1 0 1 a a+l
“ 0 a 1 a+1
a+1 0 a+1 a+1 0

Dengan demikian terbukti bahwa Z, [x]/(p(x)) bukan merupakan field
tetapi hanya merupakan ring komutatif dengan elemen satuan.

Contoh 8.6:

Dall;m Z; (a) akan dicari invers perkalian dari elemen a?+3a+1 dalam
Ze Z (a-). Polinomial f(x)=x2+3x+1 dan merupakan relatif prima atas
5 (x) sehingga s(x) dan t(x), menjadi:

SO + pO)t() =1

136

I Dipindai dengan CamScanner



BAB 8 « RING IAKTOR HAR] RING POLINGOMIA

p(@)= 0, maka f(a)s(a) =1 sehingga:

qreﬂa 2 -1 ;
¢ (@®+3o+1)" = (fla)) ' =s(a)
jam UPAY? mencari s(x) dan t(x) dapat digunakan algoritma Euclid ber-
pald
qutt
l]?:‘) 0+ 4)+X+3
p /

=(x+ 3)x+1
o)~ f0) - x(x+3)
P00 - x(() ~ f)x+ 4))

L =f0 X0 )+ pO)(-)
sehingga diperoleh () =3 +4x-+1 dan ((x)=-x

oleh karenad itu,
(az + 30+ 1) 1 25((1) =a’+4a+1

gehingga
(a?+ 30+ 1)(a*+4a+1)=1

dalam Z; (@).

8.2 PERHITUNGAN DALAM RING FAKTOR

jika F adalah field, bentuk ring faktor dari polinomial ring F[x] adalah
kelas yang penting dari ring yang akan digunakan untuk n.lengkonsjtruk-
si field baru. Misalkan F[x] adalah ring dengan ideal 1-)rmc1.pal, sehingga
setiap ring faktor dari F[x]/(p(x)), untuk beberapa pohn.on.ual p()eF[x].
Sekarang kita lihat pada struktur ring faktor. Elemel? da'rl .rl.ng F[x1/(p(x))
adalah kelas yang ekuivalen pada hubungan F[x], didefinisikan dengan:

fix) = glx) mod(p(x)) jika dan hanya jika f(x) - g(x) € (p(x)).

lemma 8.1 i
flx) = g(x) mod(p(x)) jika dan hanya jika f(x) dan g(x) memiliki sisa
yang sama ketika dibagi dengan p(x).

Bukti:

Misalkan f(x)=q(x) p()+r(x) dan g(x)=s(x) - p(x)+t('x), dl‘mé(l)l:)a
r(x) dan t(x) adalah nol atau memiliki derajat yan.g lebih l.(ecd dar}n( Eiva:
Sekarang, perhatikan lemma karena pernyataan ini menunjukkan €
len, yaitu:
® fx)=g(x) mod(p(x))
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(i) f) - g(x) € (p(x)

(iif) p(o) [f(x) = gx)

() pLo)| [Hq(x) — ()} - px) + (r(x) — 1(x))]
() pe)|[r(x) = thx)]

(vi) r(x) = 1(x)

Oleh karena itu, setiap koset dari F[x] dengan (p(x)). mengandung Po.
linomial nol atau polinomial dari derajat yang lebih kecil dari p(x).

Teorema 8.4

Jika F adalah field, misalkan P adalah ideal (p(x)) dalam F[x] yang d.

nyatakan dengan polinomial p(x) dari derajat n>0. Elemen yang berbed,
dari F{x]/(p(x)) adalah:

3 n-1 4y !
P+a,+a,x+..+q  x"'dimanaa,a,..,q, €F
Bukti:

Misalkan P + f(x) menjadi setiap elemen dari F[x]/(p(x)) dan misalkan

r(x) adalah sisa ketika f(x) dibagi dengan p(x). Berdasarkan lemma di atas,
P +f(x)=P+r(x), adalah bentuk yang disarankan.

Perhatikan bahwa P+r(x)=P+t(x) dimana r(x) dan t(x) adalah nol
atau memiliki derajat yang kurang dari n. Maka,

r(x) =t(x)mod(p(x))

Sehingga, berdasarkan lemma di atas, maka r(x) = t(x).
Contoh 8.7:

Buatlah tabel Cayley penjumlahan dan perkalian dari Z, [x]/(?+x+1).

Penyelesaian:

Misalkan P =(x*+x+1), sehingga:
Z,[x}/6+x+1) ={P+a,+a,x|a,a¢eZ,}
={P,P+1,P+x, P+x+1}

Tabel penjumlahan dapat dihitung dengan mudah. Sedangkan perkalian,
perhatikan cara berikut:
(P+x)? =P+x?

=P+ (x*+x+1)+(x+1)

=P+x+1
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FOR e A

d;m

. =P+ x%+
GrpExH) =P

=P+ (x*+x+1)+1
=P+1

TABEL 8.5. Tabel Operasi Penjumlahan dalam Ring 7 (x1/(x?+ x +1)

AT Pl ] - tx o ] Prerr ]

— | TSV Bl TV AT

| P P | Pexsl | Pex
p+x P+x P+x+1 p P

T opextl P+x+1 P+x P+1 P

TABEL 8.6. Tabel Operasi Perkalian dalam Ring Z, [x]/(x*+ x +1)

— . 3 P+1 Prx P

— p 3 3 3 P
P+1 P P+1 P+x P+x+1
P+x P P+x P4+ 1 P+1

L’p-zﬂ P P+x+1 P+1 P+x

Ini adalah cara yang mudah untuk menemukan sisa dari f(x) ketika di-
bagi dengan p(x) daripada dengan mencoba pembagian algoritma secara
langsung. Jika derajat p(x)=n dan P=(p(x)), permasalahan dari mene-
mukan sisa reduksi ke permasalahan menemukan sebuah polinomial r(x)
dari derajat yang kurang dari n sehingga f(x)=r(x)mod P. Hal ini sering
dipecahkan dengan memanipulasi kongruen, menggunakan fakta bahwa
p(x)=0 mod P.

Pada kasus ini,

P=(x*+x+1), jadi x*+x+1=0 mod P dan x*=x+1 mod P. (Ingat, +1=
-1 dalam Z,). Oleh karena itu, dalam perkalian dua elemen dalam Z,
[x]/P, kita selalu dapat mengganti x* dengan x+1.

Sebagai contoh:

Piy2=p+x+1 dan P+x(x+1)=P+x*+x=P+1.

Contoh 8.8:

Misalkan P=x?— 2 adalah ideal principal dari Qlx] dinyatakan dengan
X2 = 2. Temukan penjumlahan dan perkalian dari P+ 3x+4 dan P+5x - 6
dalam ring Q[x1/(x* - 2)={P+a,+q, x|a, a,€Q}.
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Bukti: '
(P+3x-+4)+ (P+5x - 6) =P+ (3x+4)+ (5x - 6) =P+28x - 24
(P+3x+ 4)(P+5x - 6) =P+ (3x+4)(5x ~ 6) =P+ 15X+ 2X = 24
Berdasarkan pembagian logaritma, 15x% 2x — 24 = 15(X - 2') +:.x) * 6.
Oleh karena itu, berdasarkan lemma di atas, P+15x*+ 2x-24 = P+ 2x+ 6.

- 2 - 2.
Di mana P adalah ideal yang dinyatakan dengan X L
Maka. x2 — 2 =0 mod P dan x"2=2mod P. Oleh karena itu, setiap kong.

. oo agai ¢ .
ruen modulo P, kita selalu dapat mengganti x* dengan 2. Sebagai contok,

1552 + 2x — 24 =15(2)+2x — 24 mod P
=2x+ 6 mod P

Sehingga,P+15x2+2x—24=P+2x+6. o I ial
Sekarang kita menjelaskan kapan sebuah faktor dari ring polinomial ad.

lah field. Hasil ini menjelaskan kita untuk mengkonstmksikan banyak field

yang baru.

Teorema 8.5

Misalkan a adalah elemen dari ring Euclidian R. Ring faktor R/(a)
adalah field jika dan hanya jika a tidak tereduksi di R.

Contoh 8.9:
Z,=Z/(p) adalah field jika dan hanya jika p adalah prima.

Teorema 8.6:

Ring F[x]/(p(x)) adalah sebuah field jika dan hanya jika p(x) adalah
irreducible pada field F. Lebih lanjut, ring F[x]/(p(x)) selalu mengandung
sebuah subring yang isomorfik terhadap field F.

Bukti:

Misalkan F={(p(x))+r|r € F}. Ini dapat diverifikasi menjadi sebuah
subring dari F[x]/(p(x)) yang isomorfik terhadap field F dengan isomorfis-
ma yang membawa reF ke (p(x)) + reF[x]/(p(x)).

Contoh 8.10:
Tulis tabel perkalian untuk field Z, [x]/(+1)

Penyelesaian:

Jika x=0, 1, atau 2 dalam Z,, maka x*+1=1 dan 2. Dengan teorema fak-
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3y

w1 tidak memiliki faktor yang linier. Oleh karena i, X241 fial

luk“‘ pada 7, dan ring faktor Z, [x]/(x?+ 1) adalah sebuah field. i1
Jemen dari fu‘ucl tersebut, dapat ditulis sebagai:
1-C

tol'

vl A2 4] ) = ot
2 1A+ ) =A{a,+a, x|a, a,cZ, }
an demikian, ﬁ(‘ld mengandung Sembilan elemen, yaitu:
‘ .

0,1,2, x,x+1, x+2, 2x, 2x+1, dan 2x + 2

pend

gal ind dapat dihitung dengan perkalian polinomial dalam Z, [x] dan
qpengganti X* > dengan -1 atau 2, karena x* =-1=2 mod (x*+ 1),

TABEL 8.7. Tabel Perkalian dalam Z_ [x]/(x*+1)

" | 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2+1 | 2x+2
o | o 0 0 0 0 0 0 0 0
—T | o | 1 2 x | x+1 | x+2 | 2 | 241 | 242
2 0 2 1 2X 2x+2 | 2x+1 x x+2 x+1
x 0 X 2x 2 x+2 2x+2 1 x+1 2x+1
x+1 0 x+1 2x+2 x+2 2x 1 2x+1 2 x
T2 | 0 x+2 | 2x+1 | 2x+2 | 1 x x+1 2x 2
2x 0 2x x 1 2x+1 | x+1 2 2x+2 | x+2
?1 0 2x+1 x+2 x+1 2 2x 2x+2 b'e 1
2x+2 0 2x+2 x+1 2x+1 X 2 x+2 1 2x
Contoh 8.11:

Tunjukkan bahwa Q[x]/(x* - 5)={a,+a, x +a, x*|a,cQ} adalah field dan
temukan invers dari elemen x+ 1.

Penyelesaian:

Dengan merasionalkan akar-akar, (x’- 5) tidak memiliki faktor linear, dan
karenanya tidak tereduksi (irreducible) pada Q. Sehingga Q[x]/(x’~ 5) ada-
lah sebuah field.

Jika s(x) adalah invers dari x+1, maka (x+1)=1 mod (x* - 5); bahwa
G+ 1)s(0) + (¢ - 5) t(x) =1 untuk beberapa t(x) € Q[x].

Kita dapat menemukan polinomial s(x) dan t(x) dengan algoritma Eucli-
dean, berikut:
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xi-xt1

Dengan demikian,
A~f_5=(x"—x+1)(x+l)—6 e+ 1) (x+1) mOd(XJ—S)

N =(x?- 4
sehingga: ?—§/6 o-x+1) (x+1) mod (x’-5)
dan -

4 1.2 1.1 4alam Qlx1/(x*~5)
oleh karenanya, (x +1) = —6‘3( ¢ + 6 da

Contoh 8.12:

Tunjukkan bahwa Z, [x]/(x '
men dan tentukan invers dari elemen Xx°.

4 ox+1) adalah sebuah field dengan 27 gle.

Penyelesaian:
Jika x=0, 1, atau 2 dalam Z,, maka I+ 2x+1=1; karena itu x’+2x+1

tidak memiliki faktor linier dan irreducible. Oleh karena itu:
Z, [x1/(C+2x+ 1)={a,+a,x+a, x,|a.eZ,}
Adalah field yang mempunyai 3°=27 elemen.
Untuk menemukan invers dari x? kita mencoba algoritma Euclid ke

x*+ 2x+ 1 dan x* dalam Z, [x].
dan invers dari x* dalam Z, [x]/(x*+ 2x+ 1) adalah (2x*+2x+1)

X
xz/;3+2x+1 2% + 2
% = 2x+1/x2
2x +1 x2 4 2x _
X
x+2 -
1
(42 &
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(ita , mempuny ai,

o cr1= x(x) +x+ 1) dan x?=2x+ 2)(2x+ 1)+ 1.
l ]'l Kkat -ena itu,
- @x+ 20+ A+ 1) - x )

1 j:j- (Z.\ 24 2x+ 1)~ (2x + ))(\*f{ 2x+1)

gehing8&d:
12X’ @x+2x+1) mod (x’+2x+1)

RANGKUMAN
1. Jika F field, maka setiap ideal dalam F[x] merupakan ideal utama (ide-
al principal).

o, Jika F field dan polinomial p(x) irreducible dalam F[x], maka ring fak-
tor (quotient ring) F[x]/(p(x)) merupakan field.

3. Jika diketahui f: R — R' homomorfisma ring dengan peta f(R) dan inti
K, maka ring faktor R/K isomorfisma dengan f(R).

4, f)=g(x)mod(p(x)) jika dan hanya jika f(x) dan g(x) memiliki sisa
yang sama ketika dibagi dengan p(x).

5. Jika F adalah field, misalkan P adalah ideal (p(x)) dalam F[x] yang
dinyatakan dengan polinomial p(x) dari derajat n>0. Elemen yang
berbeda dari F[x]/(p(x)) adalah:

n-1 A3
P+a,+a,x+...+a  x"' dimanaa,a,..,a_ ¢cF

6. Misalkan a adalah elemen dari ring Euclidian R. Ring faktor R/(a)
adalah field jika dan hanya jika a tidak tereduksi di R.

7. Ring F[x]/(p(x)) adalah sebuah field jika dan hanya jika p(x) adalah
irreducible pada field F. Lebih lanjut, ring F[x]/(p(x)) selalu mengan-
dung sebuah subring yang isomorfik terhadap field F.

LATIHAN

1. Berikan sifat-sifat dari ring faktor Z, [x]/(x*+1). Berapa banyak ele-
men yang dimilikinya?
2. Misalkan diketahui polinomial p(x) =2x>+1 atas field Z,

a.  Tunjukkan bahwa irreducible atas
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b. Berikan sifat-sifat dari 7 /(2x°+ 1)

¢.  Tentukan semua elemen dari Z/(2x° 4+ 1).

Apakah x4+ (x* + 1) dan x4+ {(x' 1) merupakan elemen yang sama d,_
lam ring faktor R[x]/(x7+ 1)?

4. Hitunglah operasi dalam Z, [x]/(x”+ 1) berikut ini:

[o5]

a. W+ +1)°
b. (x+24++1)N@x+1+(x*+1))

192}

Hitunglah operasi dalam ring faktor Z_ /(5) berikut ini:
[43+(B)]+[7+(5)]

b. [(34+B)]+[14+(5)]

c. [2+O®)°

d [2+(B)]"

Untuk soal nomor 6 sampai dengan 9, hitunglah penjumlahan dap
perkalian dari elemen yang diberikan dalam ring faktor (quotient rings)
3x+4 dan 5x - 2 dalam Q[x]/(x?- 7)

x*+3x+1 dan -2x?+ 4 dalam Q[x]/(x*+2)

x*+1 dan x+1 dalam Z, [x]/(¢+x+1)

ax+b dan cx+d dalam R[x]/(x?*+1) di mana q, b, ¢, deR

10. Buatlah tabel Cayley penjumlahan dan perkalian dari:

Z, [x]/(x*+2x+1)

ot

St

© ® N o

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-
dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

Banyak jawaban yang benar
Banyak soal

x100%

Tingkat penguasaan =

Klasifikasikan tingkat penguasaan terhadap materi yang telah diajari
dengan rentang nilai di bawah ini:

Rentang Nilai (%) v Kategori Dt
90 - 100 Sangat Baik
144 -
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2 TOUNOM,

_— Rentang Nilai (%
Rentang Nita ( ;m
80 - 89 \
Baik

70-79
= 09

Scdang

Kurang

‘\\

jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguas
qakd mahasiswa tersebut dapat melanjutkan ke b
I\‘l (ingkat penguasaan mahasiswa berada pad

aan materi > = 700,
ab berikutnya. Namun

arentang < 70%,
mal
nasiswa tersebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, t ka
, ter-

ma pada materi yang belum dikuasai.

11'1
uta
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BAB 9

LAPANGAN PERLUASAN
(EXTENSION FIELD)

nstruksional Umum:

s e

getelah mempelajari materi pada bab ini, maka diharapkan mahasiswa dapat
mengaplikasikan teorema dari extension field, splitting field, Zeros of an Irreducible
Polynomial, dan perfect field.

Tujuan Instruksional Khusus:

i

setelah mahasiswa diberikan penjelasan terkait teorema-teorema dasar dari
extension field, splitting field, Zeros of an Irreducible Polynomial, dan perfect field,
maka diharapkan mahasiswa dapat:

d.

b.

Menjelaskan definisi dari extension field, splitting field, zeros of an irreducible

polynomial, perfect field.

Mengaplikasikan dan membutikan teorema-teorema terkait lapangan perlu-

asan (extension field).

Mengaplikasikan dan membutikan teorema-teorema terkait lapangan pemi-
sah (splitting field).

Menentukan splitting field dari suatu polinomial.

Mengaplikasikan dan membutikan teorema-teorema terkait zeros of an irre-
ducible polynomial.

Mengaplikasikan dan membutikan teorema-teorema dari lapangan sempur-

na (perfect field).

Deskripsi singkat:

Dalam bab ini akan dibahas tentang definisi, teorema, maupun contoh terkait
lapangan perluasan (extension field), lapangan pemisah (splitting field), nol dari se-
buah polinomial tidak tereduksi (Zeros of an Irreducible Polynomial), dan lapangan
sempurna (perfect field).
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oN FIELD)
9.1 LAPANGAN PERLUASAN (EXTENS|

Definisi 9.1

Sebuah field E dikatc
JISIEAAE S
field F, jika FCE, dimanad opera

[ qmng(m perluasun (extension fielg
1 Lapt

-an sebual i | yang di ' o
kan S asi E yang dibatasi PQdQR :

i F adalah opeT

Teorema 9.1 (Teorema Kronecker)

Misal F adalah lapangan (field)
_maka terdapat lapang

an f() polinomia] yang tidak kong;

l 3 &
e (extension field) E dari;

jalam FIx] an perluasan
dalam Flx
dimana f(x) memiliki nol.

Bukti:

Karena F[x] adalah daerah faktorisasi tur}ggal, f(x) mlfmpunyai faktq,
yang tidak dapat direduksi, misal p(x). Jel'a:s, .1tu SUdal" cukup membang,
§MmhﬁddEdmiRcmmmapaﬂnwmﬂmlyd.de,umukEamM
Fx]/<p(x). Kita sudah mengetahui bahwa ini adalah sebuah field. Selaj,
itu, karena pemetaan dari @ : F—E diberikan dengan ®@(a)=a+{p(y)
adalah pemetaan satu-satu dengan kedua operasi, E mempunyai subfielg
yang isomorfik ke F. Kita mungkin menganggap E mengandung F jika ter.
dentifikasi koset a+<p(x)> dengan perwakilan koset unik a yang dimilik;
oleh F, anggap a+ <p(x)> hanya sebagai a dan sebaliknya.

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa p(x) memiliki nol dalam E, ditulis

pX)=a x"+a _, x"'+..+a,

Kemudian, dalam E, x+ <{p(x)> adalah nol dari p(x), karena:

pix+<p0a>) = a (x+<pOd)+a_, (x+<pL)d)t+...+ a,
=a, (x+<pON)+a _ (x+<pO)d) +...+ a,
=a,xX"ta, X"+ +a,+ )
= p(x)+<p(x)>
= 0+ <{px)

Contoh 9.1:

MlsallK=R, JOO)=x*+1, f(x) tak tereduksi da)
maksimal dalam R[x], jadi Rlx]/<x2 41y lapan
Rlx]

e,

P {g(x) +x? 4 lg(x)e R[x]}

am R, maka ¢+ 1) idetl
gan dengan: '
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)

Alﬂb i

|a=X+ <4+ 1), maka f(a) £ (x $ X% 4 1)2 +1=0¢e Ii[ﬂ
X4

femen aeF disebut elemen aljabar atas K jika f(a)=0, untuk Suatu

0% fix) € K[x]. sebaliknya a bukan aljabar disebut transedental.

Conth 9.2.’

Misalkan fx)=x*+1eQ[x]. Maka, tunjukkan bahwa f(x) adalah sebuah
clemen dari K[x]=(QIx]/<x*+1>)[x].

penyelesaian:

Kita memiliki

frr+ D) =0t O+ 1)+
=x+ ¢+ 15 +1
=x’+1+<+1)
=0+ {2+ 1)

Tentu saja, polinomial x*+1 memiliki bilangan kompleks /7 sebagai
nol. Tetapi, hal yang ingin ditekankan di sini adalah kita telah memba-
ngun field yang berisi bilangan rasional dan nol untuk polinomial x*+1
dengan hanya menggunakan bilangan rasional.

Contoh 9.3:

Misalkan f(x) =x°+ 2x?+ 2x + 2€Z, [x]. Kemudian, faktorisasi yang tidak
tereduksi dari f(x) dalam Z, adalah (x2+ 1)(>3+ 2x + 2). Jadi, carilah exten-
sion field K dari Z, dimana f(x)=0, kita ambil K=Z_ [x]/<{x*+1>, sebuah
field dengan 9 elemen, atau K=Z, [x]/<¢ +2x+ 2, sebuah field dengan
27 elemen.

Karena setiap integral domain mengandung koefisien field. Kita melihat
bahwa setiap polinomial yang tidak konstan dengan koefisien dari integral
domain selalu nol di beberapa field yang mengandung koefisien ring. Con-

toh selanjutnya, menunjukkan bahwa tidak benar ring komutatif secara
umum.

Contoh 9.4:

Misal f()=2x+1€Z, [x]. Kemudian f(x) tidak memiliki nol disetiap
ring dari Z, sebagai subring, karena jika 3 bernilai nol seperti sebuah ring,
maka:

0 =2p+1, dan oleh karena itu
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0 2020 +1)
22p)+ 2
= (2 2)+2
=() 4+ 2
)

= 2

Akan tetapi 0= 2 dalam Z,.

Contoh 9.5:
Konstruksikan suatu extension field dari Q yang memiliki satu akar day;

irreducible polynomial p(x)=x"-~ 2 dalam Q[x].

Penyelesaian:

Berdasarkan teorema 9.1, maka diperoleh field
E=Q[x]/(x’-2)

Mengandung Q dan berbentuk {a+ (- 2)|a dalam Q} dan

s=x+ (- 2) adalah akar dari p(x).

Oleh karena itu merupakan isomorfis dengan field bagian dari Q(x"/ﬁ}

dengan bentuk: Q(;’/E) = {a + b(?/f) + C(%/E)z |a,b,cdalamQ}

Teorema 9.2.

Jika p(x) polinomial tidak tereduksi (irreducible) berderajat n>1 pada
F dan a=x+<p(x)> dan c+ {p(x)> dengan c berlaku untuk semua c dalam
F, maka extension field E=F [x]/<p(x)> terdiri dari semua elemen berben-
tuk ¢, , +a" ' +..+c ate, dengan semua c; dalam F.

Bukti:
Untuk sembarang elemen f(x) +<p(x)> dari E, f(x) dapat ditulis seba-
gai:
f0) =px)q(x) +r(x)
Dengan derajat <r(x) < derajat p(x)>=n.
Akibatnya,
f0x) + <p(x)> = [pL)q(x) + r(x)] + p(x)>
=r(x) + <{p(x)>
karena
[p()q(x) + r(x)]-r(x) = p(x)q(x) dalam <p(x)>.
Polinomial r(x) ditulis sebagai:

B
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rix)=c_, x"'+... +¢, x+¢
- 0
1 d apat dilihat bahwa elemen-elemen E mereduksj sehingg

a mengha.
n pentulk:

da

ijka R
st c”,.x"_|+...+c, x+cn+ P>

Karena =X+ {p(x)> maka mudah dibuktikan bahwa:
Cop X"t e, X+, + {pla))

papat ditulis sebagai ¢, a™+...+¢, a+c, dengan ¢, diidentifikasik
dengan ¢+ P>

an

gelanjutnya, digunakan notasi F(a) dengan:
Fla)={c,, a™ +..+¢c, a+c|ceF}
suatu extension field yang mengandung F dan suatu akar a dari p(x).

visalkan, F(a) dinamakan simple extension dari F. Proses ini dapat beru-
lang dalam bentuk:

(F(a))(B) =F(a,p)

yang dinamakan dengan perluasan berulang (iterated extension) dari
F. Elemen s dinamakan aljabar atas F (algebraic) karena memenubhi:

=s'+(s+1)+s*+1
=s'+5%+s
=s(s*+s+1)
=0
Berarti s2 adalah suatu akar dan dengan cara uji coba diperoleh juga
s*+s merupakan akar dari p(x) yang lain.
Sehingga, semua akar s, s dan s?+s dari p(x) berada pada E.

9.2 LAPANGAN PEMISAH (SPLITTING FIELD)
Definisi 9.2
Misalkan F adalah sebuah lapangan perlusan (extension field) dari F
dan misalkan f(x)eF[x] dengan derajat sekurang-kurangnya 1. Kita ka-
takan bahwa f(x) terpisah (splits) di E jika ada elemen acF dan a,, @, -
¢,€E sedemikian sehingga:
fx)=alx-a) (x-a,)..(x-a)

3470 -1 < F’
Kita sebut E sebuah lapangan pemisah (splitting field) dari fix) pada
jika
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Hdnll( (Iir:l,l,]“]m, ?)thwz\ .sphmngﬁ(’I‘(I dari sebuah polinomial terhadap fiel
! 3.'1 ‘)(lganlung pada polinom, akan tetapi di field juga. Bahw;.
sanx.wn, spliting field dari f(x) terhadap F hanyalah field ekstensi terkec)
dari FF di mana f(x) terpisah. ‘J
. Contoh selanjutnya menggambarkan bagaimana spiltting field dari po.
linom f{x) terhadap F tergantung pada F. |

Contoh 9.6:
Perhatikan polinomial f(x)=x?+1eQ[x].

Karena x? +1= (x 4 \/:I)(x - \/_—_f), kita lihat bahwa f(x) splits di C.
Akan tetapi splitting field terhadap Q adalah Q()={r +silr, seQ}. Sebuah
splitting field untuk x2+1 terhadap R adalah C.

Demikian juga untuk x*- 2€Q[x] splits di R, akan tetapi sebuah spilitting

field terhadap Q adalah Q(\/E) = {r + s\/2_|r,s € Q} .

Teorema 9.3

Misalkan F adalah sebuah field dan misalkan f(x) adalah elemen tidak
konstan dari F[x]. Maka, terdapat sebuah splitting field E untuk f(x) terha-
dap F.

Bukti:

Kita proses dengan induksi pada derajat f(x). Jika derajat flx)=1,
maka f(x) adalah linear. Sekarang, misalkan bahwa pernyataan benar un-
tuk semua field dan semua polinomial dari derajat yang kurang dari f{x).
Berdasarkan teorema 9.1, terdapat sebuah perluasan E dari F dimana f(x)
memiliki nol, katakan a,. Kemudian kita menuliskan f(x)=(x - a,) g(x),
dimana g(x)eE[x]. Karena derajat g(x) < derajat f(x), dengan induksti ter-
dapat sebuah field K yang mengandung E dan semuanya bernilai nol dari
g(x), katakana: a,, ..., a . Jelas terbukti bahwa splitting field dari f(x) pada
F adalah F(a, a,, ..., a).

Contoh 9.7:

Perhatikan f(x) = x* - x?~ 2=(x?~ 2)(x*+ 1) terhadap Q. Jelas sekali, bah-
wa angka nol dari f(x) dalam C adalah: +J2 dan *i. Jadi, sebuah splitting
field untuk f(x) terhdap Q adalah:
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a(ﬁ"‘)ﬁ Q(¥2)(i) = fa /ﬁl(j’,/} «Q(v2))
{(a + I)\[Z) 4 (c 4 d\/i)ila,b,c,d = Q}

Contoh 9.8:

perhatikan flx)=x"+x+2 pada Z,. Maka Z, (i)={a+bi|a, bez} adalah

sebuah splitting field untuk f(x) pada Z, karena: !
fO)=[x-QA+Dllx-(Q1 - D]

pada waktu yang bersamaan, kita mengetahui dengan pembuktian Teore-

ma kronecker bahwa elemen x + <x*+ x + 2 dari:

F=Z [x]/<c+x+2)

adalah nol dari f(x). Karena f(x) mempunyai derajat 2, berdasarkan te-

orema faktor bahwa selain nol dari f(x) harus juga dalam F. Jadi, f(x)

plits di F, dan karena F adalah ruang vector dua dimensi dalam Z., kita

ketahui bahwa F juga sebuah splitting field dari f(x) terhadap Z.. Bagai-

mana kita memfaktorkan f(x) dalam F? Pemfaktoran f(x) dalam F cukup

membingungkan karena kita menggunakan dua simbol x dengan dua cara

yang berbeda. Cara pertama menggunakan urutan penulisan polinomial
f(x), dan cara yang kedua menggunakan koset representative dari elemen
F. Di sini, kita menggunakan cara yang sederhana yaitu dengan mengi-
dentifikasi koset, 1+<x*+x+ 2> dengan elemen 1 dalam Z, dan menun-
jukkan koset x+<x*+x+2) oleh B. Dengan identifikasi ini, field Z, [x]/
2+ x+ 2y dapat direpresentasikan sebagai {0, 1, 2, 3, 2, B+1, 2p+1,
B+2, 2B+ 2}. Elemen-elemen ini menggunakan operasi penjumlahan dan
perkalian seperti polinomial, terkecuali kita menggunakan observasi bah-
wa X2+ x4 2+ O+ x4 2> =0 berarti bahwa p?+p+2=0, sehingga p*=
-f - 2=2p+1. Sebagai contoh:

(2B+1) (B+2)=2p*+5p+2=2(2p+1)+5p+2=9p+4=1
Untuk mendapatkan faktorisasi dari f(x) dalam F, kita menggunakan cara
pembagian panjang sebagai berikut:

x+(f+1)
x-f / x*+x+2
x2 3 Bx —
B+Dx+2
(BEx—-(@+1)p i~
B+1)B+2=p*+p+2=0

o ‘ 4 153
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Jadi, X +x+2=(x - )x+p+ 1). Kemudian, kita menemukan duga $p
litting field untuk x*-+x+2 pada Z,, satu dari F(a) dan satu yang lain dayi
Flx1/<p(x)y dimana F=Z, dan p(x) =x2 4 x+ 2.

Teorema 9.4

Misalkan F adalah field dan misalkan p(x)eF[x] tidak tereduksi (irreducip.
le) terhadap F. Jika a adalah bilangan nol dari p(x) dalam beberapa perly,
asan F dari F, maka F(a) adalah isomorfik pada F [x]/<p(x)>. Lebih lanjyt
jika derajat p(x)=n, maka setiap anggota dari F(a) dapat ditulis dalan
bentuk yang unik, yaitu:

1 2
¢ a+c,a?)+..tc ate

n-1

dimanac,c,...,c, €F.

Bukti:

Diserahkan kepada pembaca sebagai latihan.

Corollary 9.1 F(a) = F(b)

Misalkan F adalah sebuah field dan misalkan p(x)eF[x] tidak tereduk-
si irreducible pada E. Jika a adalah nol dari p(x) dalam beberapa perluasan
E ke F dan b adalah nol dari p(x) dalam beberapa perluasan E' ke F, maka
field F(a) dan F(b) adalah isomorfik.

Contoh 9.9:

Perhatikan polinomial irreducible flx)=x°- 2 pada Q. Karena %2 ada-
lah nol untuk f(x), berdasarkan teorema di atas, bahwa himpunan

{1,2“"‘",22"(’,23/ 6 996 9o 6} adalah basis untuk Q(Q/E )pada Q. Sehingga,

Q(%) ={ao,al21/6,a222/6,a323/6,a424/6,0525/6lai EQ}
Field ini adalah isomorfik ke Q[:x] /x%-2;

Lemma 9.1

Misalkan F adalah field, p(x)eF[x] irreducible pada F, dan misalkan
a adalah bilangan nol dari p(x) dalam beberapa perluasan dari F. Jika @
adalah field yang isomorfisma dari F ke F dan b adalah bilangan nol dari
®(p(x)) dalam beberapa perluasan dari F, maka ada sebuah isomorfisma
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dari F(a) ke F'(b) yang yang setuju dengan @ pada F dan membawa a ke b,
Teorema 9.5:

Misatkan @ isomorfisma dari sebuah field F ke field F dan misalkan
fel(x]. Jika k adalah sebuah splitting field untuk f(x) pada F dan I ada-

lah splitting field untuk ®(f(x)) pada F", maka ada sebuah isomorfisma dari
E ke E' sepaham dengan @ pada F.

Bukti:

Kita gunakan induksi pada derajat f(x). Jika derajat f(x)=1, maka
E=F dan E'=F, agar ® ingin memetakan kepada dirinya sendiri. Jika de-
rajat f(x)>1, dan misalkan p(x) sebuah faktor yang tidak tereduksi pada
pada f(x), misalkan a adalah nol pada p(x) dalam E, dan misalkan b adalah
nol pada ®(p(x)) dalam E. Berdasarkan lemma di atas, ada sebuah iso-
morfisma o dari F(a) ke F(b) yang setuju dengan ® pada F dan membawa
a ke b. Sekarang, tulis f(x) =(x-a)g(x), di mana g(x)eF(a)[x]. Kemudian E
adalah splitting field untuk g(x) pada F(a) dan E adalah splitting field untuk
a(g(x)) pada F(b). Karena derajat g(x) < derajat f(x), ada sebuah isomor-

fisma dari E ke E' yang setuju dengan a pada F(a) dan oleh karena itu
dengan ® pada F.

Corollary 9.2:

Misalkan F adalah field dan misalkan f(x)eF[x]. Maka setiap dua split-
ting field dari f(x) pada F adalah isomorfik.

Contoh 9.10:

Misalkan a adalah bilangan rasional positif dan misalkan @ adalah
sebuah akar primitif satuan ke-n. Maka masing-masing

al/n ,wal/n ,wzal/n ,m’mn—lal/n

adalah nol dari x"- a dalam Q(Q/E ,(u).

9.3 NOL DARI SEBUAH POLINOMIAL TIDAK TEREDUKSI (ZEROS OF AN
IRREDUCIBLE POLYNOMIAL)

Kita mengetahui bahwa setiap polinomial yang tidak konstan pada se-
~ puah pemisahan lapangan (field splits) dalam beberapa perluasan. Polino-

]
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mial yang irreducible harus dipisabkan dengan beberapa cara yang khyg
. - . . . = d ‘. y
disini Kita menggunakan ilmu Kalkuaios, s,

Definisi 9.3 Turunan (Derivative)

Misalkan flx) = q" x» ta,, x4 a, xba, dari Flx] Turunan (dep,
vative) dari f(x), dinotasikan dengan f(x) adalah polinomial:

RIE : x|
na,x" "4 (n-1)a, x"°+...+a dalamF Ed

Lemma 9.2

Misalkan f(x) dan g(x)eF[x] dan misalkan acF, maka:
D () +g(x)) = fx)+¢w)
2) (afx) = af(x)
3)  (flx)g(x) = flx)g'(x)+gl)f (x)

Teorema 9.6. (Kriteria untuk Perkalian Nol)

Sebuah polinomial f(x) pada field F memiliki perkalian nol dalam be.
berapa perluasan E jika dan hanya jika f(x) dan f(x) memiliki sebuah
faktor persekutuan berderajat positif dalam F [x].

Bukti:

Jika sebuah perkalian nol dari f(x) dalam beberapa perluasan E, maka
terdapat sebuah g(x) dalam E[x] sehingga f(x)=(x — a)? g(x). Oleh kare-
na itu, () = (x - a)* g(x) + 2(x — a)g(x), kita perhatikan bahwa f (a)=0.
Karena, (x — a) adalah sebuah faktor dari f(x) dan f(x) dalam perluasan E
dari F. Sekarang jika f(x) dan f(x) tidak memiliki faktor persekutuan ber-
derajat positif dalam F[x], terdapat polinomial h(x) dan k(x) dalam F[x]
sehingga fOh(0) +f(x) k(x)=1.

Perhatikan f(x) h(x) +f(x) k(x) adalah sebuah elemen dari E[x], kita
juga melihat bahwa (x - a) adalah faktor dari 1. Oleh karena itu tidak
mungkin, f(x) dan f(x) harus memiliki sebuah faktor persekutuan yang
berderajat positif dalam F[x].

Sebaliknya, perhatikan bahwa f(x) dan f(x) memiliki faktor perseku-
tuan yang berderajat positif. Misalkan a adalah nol dari faktor perseku-
tuan, maka a adalah nol dari f(x) dan f(x). Karena a adalah nol dari fx),
terdapat sebuah polinomial g(x) sehingga f(x) = (x - a)q(x). Dengan demi-
kian, f(x)=(x - a) q' (x)+q(x) dan 0=f (a) =q(a). Sehingga, x — a adalah
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or dari q(x) dan a adalah perkalian nol dari f(x),
fakt
ema 9.6. Nol dari Polinomiat Tidak Tereduksi

feot f an Irreducible)

[ZcrOS 0

misalkan f(x) adalah polinomial irreducible pada field F. Jik
fiki km—akteristik 0, maka f(x) tidak memiliki perkalian nol. Jik
jiki karakteristik p=0, maka f(x) memiliki sebuah perkalj
jika f(x) =g(x") untuk beberapa g(x) dalam F[x].

a F memj.
a F memj.
an nol hanya

ContOh 9.77:

jika f0) =x"+3x*+x"+1 dan F=p=0, maka:
g(x)sx"+ 3x*+x+1

9.4 LAPANGAN SEMPURNA (PERFECT FIELD)
Definisi 9.4:

Sebuah field F dikatakan perfect jika F mempunyai karakteristik 0 atay
jika F mempunyai karakteristik p dan F*={ar|acF}=F.

Teorema 9.1:
Setiap finite field adalah perfect.

Bukti:

Misalkan F adalah finite field dari karakteristik p. Perhatikan peme-
taan @ dari F ke F didefinisikan dengan ®(x)=x? untuk semua x<F. Kita

menganggap bahwa @ adalah field yang automorfisma. Jelas, ®(ab) = (ab)
'=a’ b =®(a) ©(b). Lebih lanjut,

d)(a+b) = (a+b)p

= af +(p]ap'1b+{p)ap'2b2 +...+( 5 Jab"“1 +bP
1 2 p-1

=al +bP

Karena setiap (p ) terbagi oleh p. Akhirnya, karena x? = 0 ketika x=0,
i

Ker @ = {0}. Maka, ® adalah satu-satu (1-1) dank arena F merupakan fini-
¢, ® adalah onto. Terbukti bahwa F'=F.
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Teorema 9.8
Jika f(x) adalah polinomial yang irreducible pada sebuah perfect fielq
maka f(x) tidak memiliki perkalian nol. ’

Bukti:

Akan dibuktikan F memiliki karakteristik O.
Misalkan kita berasumsi bahwa f(x)eF[x] adalah irreducible pada se.

buah perfect field F dari karakteristik p dan bahwa f(x) memiliki perkaliap
nol. Berdasarkan teorema di atas, kita mengetahui bahwa f(x) =g(x) un.

tuk g(x)eF[x], katakan gx)=a x"+a,, X" &, @, Bk, Karena P=F
setiap a, dalam F dapat ditulis dalam bentuk b untuk beberapa b, dalam

F. Dengan demikian:

f(x)=g(x")

PP WD p(n-1) HhP P 4 KP
= b x*" +b]_1x t...+b{ xP + by

P
_ n n-1 .
= (b,,x + by X" 4+ by X +I)0)

= (h(x))"

Dimana h(x) e F[x]. Akan tetapi, f(x) bukan irreducible.

Teorema 9.9.

Misalkan f(x) adalah polinomial irreducible pada sebuah field F dan
misalkan E adalah splitting field dari f(x) pada F. Maka, semua bilangan nol
dari f(x) dalam E memiliki perkalian yang sama.

Bukti:
Misalkan a dan b adalah dua nol yang berbeda dari f(x) dalam E. Jika
a mempunyai perkalian m dalam E[x], maka dapat ditulis f(x)=(x —-a)" |
g(x). Terdapat isomorfisma @ dari E pada dirinya sendiri yang membawa
a ke b dan bertindak sebagai identitas pada F. Maka,
;

SO =D(f(x)) = (x - b)" D(g(x))

Dan kita lihat bahwa perkalian dari b adalah lebih besar atau sama
dengan perkalian dari a. Dengan mempertukarkan peran a dan b, kita per-

lihatkan bahwa perkalian a lebih besar dari atau sama dengan perkalian b-
Jadi, kita telah membuktikan bahwa a dan b mempunyai perkalian yans

v T R T e e i s

- sama.

i
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Misalkan fix) adalah sebuah polinomial yang irreducible pada sebuah
d F dan misalkan E adalah splitting Jield dari f(x). Maka f(x) memplm;ai
10

bentlﬂC
alx -a, ) (x-a,)" ... (x-a),
pimana @, dy ..., a,adalah elemen yang berbeda dari E dan acF.
ContOh 9.12:

Misalkan F=Z, () adalah field dari ring faktor Z, [t] dari polinomial
dalam € yang tidak tentu dengan koefisien dari Z,. Kita harus memper-
genalkan nilai x yang lain, karena anggota dari F adalah koefisien yang
dijadikan sebagai elemen di F[x]. Pertimbangkan f(x) = x*- te F[x]. Perha-
rikan bahwa f(x) irreducible pada F, cukup menunjukkan bahwa itu tidak
mempunyai nol dalam F. Lebih lanjut, perhatikan bahwa h(t)/k(t) adalah
nol di f(). Kemudian (h(t)/k()?=t, dan oleh karena itu (h())* = t(k(t))>
Karena h(t), k() eZ, [t], maka h(t?) = tk(t?). Akan tetapi derajat h(t? )
adalah genap, dan derajat tk(t?) adalah ganjil. Jadi, f(x) adalah irreducible
pada F.

Akhirnya, karena t adalah konstan di F[x] dan karakteristik dari F
adalah 2, kita mempunyai f (x) =0, sehingga f(x) dan f(x) mempunyai fx)
sebagai faktor persekutuan. Jadi, f(x) memiliki perkalian nol di beberapa
perluasan F. Tentu saja, hal ini memiliki perkalian nol tunggal 2 dalam
K=F[x]/{2 - 6. '

RANGKUMAN

1. Sebuah field E dikatakan sebuah lapangan perluasan (extension field)
dari field F, jika F CE, dimana operasi F adalah operasi E yang dibatasi
pada F, '
Misal F adalah lapangan (field) dan f(x) polinomial yang tidak konstan
dalam F[x], maka terdapat lapangan perluasan (extension field) E dari
F, dimana f(x) memiliki nol. ; '
Jika p(x) polinomial tidak tereduksi (irreducible) berderajat n=> 1 pada
Fdan o =x+ <p(x)> dan ¢+ <p(x)) dengan ¢ berlaku untuk semua ¢ dae
lam F, maka extension field E=F[x]/<{p(x)> terdiri dari semua elemen
| 4 | be.rbe"“_lk ¢, o+t @ +¢, dengan semua ¢, dalam;F- | -
- ™ Misalkan F adalah sebuah lapangan perlusan (extension field) dari F-

. 5o
£
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jika

[[x] dengan derajat sekurang-kurangnya 1. Kty
‘ » , -

an misalkan L)€ oy iikea ada elemen acF d;
d h (splits) di k jika ada elemen ¢ anq

katakan bahwa f{x) terptsa
q Il sedemikian sehingga:

fix)=ax - a, )x ~a,) ... (x —a) y

P . . s, 42 3 ari X ada n
an pemisah (splitting field) dari f(x) pada p

( RERYEY)

Kita sebut E scbuah lapang

E=Fa, a, .4, )
Misalkan F adalah sebuah field dan misalkan
konstan dari Flx]. Maka, terdapat sebuah sp

f0) adalah elemen tidaj
litting field E untuk f(x)

terhadap F. N
Misalkan F adalah field dan misalkan p(x)eF[x] tid.ak tereduksi (irre.
ducible) terhadap F. Jika a adalah bilangan nol dZ.lI‘I p(x) dalam bebe-
rapa perluasan E dari F, maka F(a) adalah i_somorﬂk pada F [x1/<p(x)5.
Lebih lanjut, jika derajat p(x)=n, maka setiap anggota dari F(a) dapat
ditulis dalam bentuk yang unik, yaitu:

o n-2 atc
c,,a"+c ,a +... ¢, 0

dimanacyc, ..., ¢, ,€F

Misalkan F adalah sebuah field dan misalkan p(x)eF[x] tidak tere-
duksi irreducible pada E. Jika a adalah nol dari p(x) dalam beberapa
perluasan E ke F dan b adalah nol dari p(x) dalam beberapa perluasan
E ke F, maka field F(a) dan F(b) adalah isomorfik.

Misalkan F adalah field, p(x)eF[x] irreducible pada F, dan misalkan a
adalah bilangan nol dari p(x) dalam beberapa perluasan dari F. Jika
® adalah field yang isomorfisma dari F ke F dan b adalah bilangan
nol dari ®(p(x)) dalam beberapa perluasan dari F, maka ada sebuah

isomorfisma dari F(a) ke F(b) yang yang setuju dengan @ pada F dan
membawa a ke b.

Misalkan @ isomorfisma dari sebuah field F ke field F dan misalkan
f(x)eF[x]. Jika E adalah sebuah splitting field untuk f(x) pada F dan E'

adalah splitting field untuk ®(f(x)) pada F', maka ada sebuah isomorfis-
ma dari E ke E' sepaham dengan @ pada F.

Misalkan F adalah field dan misalkan fx)eF(x]. Maka setiap dua split-
ting field dari f(x) pada F adalah isomorfik.
Misalkan f(x)=a"x"+q_ x*' 4, +a, x+aq,d

' o prnE ari F[x]. Turunan (deri-
vative) dari f(x), dinotasikan dengan f(x) adal

ah polinomial:

b Y
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12.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

DAR Y « | APA
WARCARY pyf e
=.,/-,Hr|/;”l,
t v -.J( J“)‘”{i/

na, (- ) a,, x""+..+a, dalam Flx]
pisalkan fix) dan gb)e Flx] dan misalkan acp
0 () +8) = ) +g0x)

p (@) = a0

0 (fIg0)) = fx)g(x) +g(0)f (x)

gebuah polinomial f(x) pada field F memiliki perkalian nol dalam be.

perapa perluasan E jika dan hanya jika f(x) dan f(x) memiliki sebyah
faktor persekutuan berderajat positif dalam F[x]

aka:

Misalkan f(x) adalah polinomial irreducible pada field F. Jika me-
miliki karakteristik 0, maka f(x) tidak memiliki perkalian nol. Jika F
memiliki karakteristik p = 0, maka f(x) memiliki sebuah perkalian nol
hanya jika f(x) =g(x") untuk beberapa g(x) dalam F[x].

sebuah field F dikatakan perfect jika F mempunyai karakteristik 0 atay
jika F mempunyai karakteristik p dan FP={ar|acF} =F.
Setiap finite field adalah perfect.

Jika f(x) adalah polinomial yang irreducible pada sebuah perfect field F,
maka f(x) tidak memiliki perkalian nol.

Misalkan f(x) adalah polinomial irreducible pada sebuah field F dan
misalkan E adalah splitting field dari f(x) pada F. Maka, semua bilangan
nol dari f(x) dalam E memiliki perkalian yang sama.

Misalkan f(x) adalah sebuah polinomial yang irreducible pada sebuah
field F dan misalkan E adalah splitting field dari f(x). Maka f(x) mempu-
nyai bentuk:

a(x-a;) (x-ay)"...(x-a)",

Dimana a,, a,, ..., a, adalah elemen yang berbeda dari E dan aeF.

LATIHAN

1.
2

Sebutkan elemen dari Q(Q[S— )

Cari splitting field dari x’ - 1 pada Q. Nyatakan jawaban Anda dalam
bentuk Q(a).

- Cari splitting field dari x'+1 pada Q
* Cari splitting field dari x/+x?+1=(x+x+1) (- x+1) pada &

6l
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Cari sebuah pnlinomiu] p

ing 1 fik ke Qx1/<p(x)>. |
ine isomorfik ke Q[ o . |
iy isalkan f(x)=x"+x+1e I[x]. Andaikan ¢ ady.
visalk rluasan di F. Berapa banyak
a dari F(a) dalam istilah g,

63

6. Misalkan F=27, dann o
1ah nol dari flx) dalam beberapa pe
men dari F(a)? Nyatakan setiap anggol

e.

] ari (35,
7. Cari semua ring automorfisma dari Q(\/; ) . |
. | ; i 2 - dlc epera aperUaS,
Andaikan p adalah nol dari ﬂx)=x4+xf +1 (?'ll’]lm “nierpdalam " d-n
field E di 7. Nyatakan f(x) sebagai hasil dari faktor ),
1¢ ) g /Ald K¢

9. Nyatakan x*- x sebagai hasil dari irreducible pada Z,.
=R yatc \C 2 | . | .l t
10. Buktikan bahwa Q(\/§ ) dan Q(\/r?: )adalah ring isomorfik atau by,

kan. |
11. Jika p adalah nol dari x*+x*+1 pada Z,, temukan nol yang lain.

-

8.

12. Tunjukkan bahwa x*' +2x8+ 1 tidak mempunyai perkalian nol di set;.
ap perluasan dari Z..

13. Tunjukkan bahwa x2' + 2x°+ 1 mempunyai perkalian nol di beberapa
perluasan dari Z,.

14. Temukan splitting field untuk f(x)=(*+x+2) (x*+2x+2) pada Z,
[x]. Tulis f(x) hasil dari faktor linear.

15. Misalkan F adalah sebuah field dengan karakteristik p= 0. Tunjukkan
bahwa polinomial f (x) =x?" —xpada F mempunyai nol yang lain.

RENCANA TINDAK LANJUT

Setelah mahasiswa menjawab soal latihan pada setiap akhir bab,
maka jawaban mahasiswa dikoreksi secara bersama-sama di kelas. Kemu-

dian, masing-masing mahasiswa menghitung tingkat penguasaan materi
dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

Tingkat penguasaan = Banyak jawaban yang benar
Banyak soaql

x100%

Klasifikasikan tingkat penguasaan terh

adap materi yang telah diajari
dengan rentang nilaj berikut ini, ‘
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— Rentang Nilai (%)

g0 - 100

80 — 89
70 -79
< 09

DA O L ABAE 1 AN l'lllﬂ’.f'-”(&/llll"' MY,
{ 1B}

—
Kategori

D

—————

——

Sangat Baik
Baik
Sedang
Kurang

jika mahasiswa mendapatkan tingkat penguasaan .materi = 70%,

JIK hasiswa tersebut dapat melanjutkan ke bab berikutnya. Namun,
“mka_ma ‘t enguasaan mahasiswa berada pada rentang < 70%, maka
j““; m.]i]:: t:_),-sebut dianjurkan untuk mengulang materi pada bab ini, ter-
mahasisWe

gtama pada materi yang belum dikuasai.
<
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BAB 10

HAERAH FAKTORISASI TUNGGAL
DAN DAERAH EUCLID

Tujuan Instruksional Umum:

Setelah mempelajari materi pada bab ini, maka diharapkan mahasiswa dapat

mengaplikasikan definisi dan teorema terkait daerah faktorisasi tunggal, daerah
ideal utama, bilangan aljabar, dan daerah Euclid.

Tujuan Instruksional Khusus:

Setelah diberikan penjelasan terkait dan teorema-teorema dasar terkait daerah

faktorisasi tunggal, daerah ideal utama, dan daerah Euclid, maka diharapkan ma-
hasiswa dapat:

a. Menijelaskan definisi dari daerah faktorisasi tunggal.

Menijelaskan definisi dari daerah ideal utama.

Menijelaskan definisi dari daerah Euclid.

Menjelaskan definisi bilangan aljabar.

Mengaplikasikan dan membuktikan teorema-teorema terkait daerah fakto-
risasi tunggal.

Menentukan FPB dari polinomial yang tidak tereduksi (irreducible).
Mengaplikasikan dan membuktikan teorema-teorema terkait daerah ideal
utama.

h. Mengaplikasikan dan membuktikan teorema-teorema terkait daerah Euclid.

o QN o

o ™

Deskripsi Singkat:

M

Dalam bab ini akan dibahas tentang definisi, teorema, lemma, maupun contoh
terkait daerah faktorisasi tunggal, daerah ideal utama, bilangan aljabar dan daerah
Euclid. Ao
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10.1DAERAH FAKTORISASI TUNGGAL

Definisi 10.1.

Andaikan D merupakan integral domain d
akan a membagi b

an a, beD. Jika terdapat cep
chineea b= ac, maka dikat (a faktor dari b) atau dapa
oot ak habis membagi b.

: Henyatakan a tid
ditulis dengan a|b. Simbol a ) menyatakan a U

Contoh 10.1: |
pada integral domain Z, 3|12 karena terdapat 4€Z, sehingg

tapi 4410 karena untuk setiap aeZ, 4 -a# 10.
n R, 4|10 karena terdapat

d 1253 4 Te_

I :
i e R | Sehln
Pada integral domai 22 € gga

1
10=4-22
Definisi 10.2:

Diketahui a=a(x) dan b=b(x) elemen F[x] yang tidak nol. Faktor
persekutuan terbesar (greatest commorn divisor) dari a dan b (dinotasikan
dengan (a,b)) adalah polinomial monik d=d(x) sehingga:

i) dmembagiadanb

ii) Jika c sembarang elemen F[x] yang membagi a dan b, maka ¢ memba-

gid.

Contoh 10.2:

Perhatikan ring Z, . Maka [4] =[4][6] dan [6]=[4][4]. Hal ini menun-
jukkan bahwa [4] dan [6] merupakan masing-masing faktor persekutuan
(common divisor). Oleh karena itu, [4] dan [6] harus menjadi faktor
persekutuan terbesar dari [4] dan [6]. Selanjutnya, [4] dan [6] berasosiasi
karena [9] adalah sebuah unit dan [6]=[9][4].

Contoh: 10.3:

Ring E bilangan genap, 2 tidak memiliki pembagi. Oleh karena itu, 2 dan
tidak ada bilangan bulat genap lain yang memiliki faktor persekutuan.

Contoh 10.4:
Dalam daerah Z [1«/5 J, buktikan bahwa:

(a) gcd(z,l + 1\/§) =1
| s

L

166
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(1--1\/5)(!;\1\3(1 | ,'\/;)‘m B

I /! ) tidak ada,

AN
ALY
Pty iy

(

pel’yel S— 7
- Dalam Z[l\f J, unsur satuan adalah 1 dap -1
{ )

) g(‘d O

esaian:

Misalkan @+ ibJ5 = }’,C(I(Z,l H\/q) Maka (a—v iby5 )| 2
pengan demikian, 2 = (“ ! ,‘1,\/5‘)(6 +idy5 ) untuk beberapy
- id\5 € 7[1\/—'3_] - Hal ini berimplikasi bahwa:

4= ((12 1§ sz)(c2 + 5d2)

karena itu,

L+5b? =2,  c*+5d*=2

(10.1)
atau
Z+5b° =4, c*+5d* =1
’ (10.2)
atau
@ +5b2 =1, c*+5d%=4 (10.3)

Dari persamaan (10.1) tidak dapat ditemukan untuk setiap ¢, dez.
Hanya solusi integral dari a?+5b*=4 yaitu a=*2 dan b=0 dan
hanya solusi integral a®+5b*=1 yaitu a= =1 dan b=0. Kemudian,
dari persamaan (10.2) dan (10.3) kita menemukan gcd(2,1+ J5)=1
atau 2. Jika gcd(2,1 +i\f5 ) =2, maka 2, (1+i\/§). Oleh karena itu,
1+iy5 = 2( p+ iq\/g ) untuk beberapa p + iqV5 € Z [h/g ] Hal ini ber-
implikasi bahwa 2q=1=2q. Tetapi tidak ada bilangan bulat p dan g
sehingga 2p =1=2q. Oleh karena itu, gcd (2,1 = l\/gﬁ =1.

(b) Perhatikan terdapat gcd(6(1—i\/§ ),3(1+i«f5_ )(1—i\/§)). Maka
ged(6(1- 5 ),3(1+ 45 )(1- 145 )) = 3(1- 5)
8Cd(2,1+i\/§) = 3(1—i\[§). Selanjutnya, (1+i\/§)(1—i\/§)=6-
Karena 6 adalah faktor persekutuan dari 6(1—i\/§ ) dan
3(1 +iy5 )(l -iy5 ) . Konsekuensinya, 6 | 3(1 ~iJ5 ) Hal ini berimpli-

kasi 2| (1 -iy5 ) , yang tidak benar dalam Z [!\/g]

Oleh Karena itu, gcd(e(l ~iy/5),3(1+iV5)(1- iv5 )) tidak ada.
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Contoh 10.5;

Dalam Z]i], temukan ged(9 - 5i, 9+ 13))

Penyelesaian:

Misalkan Z[i] adalah dacrah Euclid, maka nilai didefinisikan dengan:
N(a+bi) =a’+ b’ Sckarang, N(9 - 5i)= 106 dan N(-9 + 13i) = 250

Langkah 1.

94131 (-9+13i)(9+5i)
9.5 106 '
_ -81-45i+117i-65
- 106
_ -146+72i
~ 106
146  72i

= e — —

106 106

= —1—4—0 “fefj{ll = 31 i
106 106

R 40 + 34
106

Dengan demikian,

. 40 + 34i A
-9 +13i = (-1+i)(9-5i)- ™ (9-5i)
360 +306i —200i +170
=(-1+1i)(9-5i)- To6
_ 530 +106i
=(- 1+1)(9 51) (-5-1)

Catat bahwa N(-5 - i) <N(9 - 5i).

Langkah 2

9~-5i 9~bi «'5 +i

S-i ~5-i —5+~i
_=45+91 +25i+5
B 26
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~—40 + 340

Dengan demikian,
9-5i=(-1+i)(-5-i)+ 7+4’(_ _i)

35+7l—201+4

+

1+l)( -5-1

)
= (-1+i)(-5 l)+39 131

- (—1+l)(—5—l)+(3—l)

Catat bahwa N(3 - i) <N(-5 - 1)

Langkah 3:

5-i_-5-i 3+i
3~i - 3—i 3+i
~15-5i - 3i +1
10
~14-8i
10
~7 — 4
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240,
~5-i=(-1-i)(3-i)+ 5+(3“0
o n —6+20+3i+]
::(~l‘l)(3’"l)+—_—‘—~—5‘—/
_ N -5+5i
=(~1-i)(3-1)+ -

:(*1_,')(3_;').»(-1”)

Catat bahwa N(-1+i)<N(3 -1)

Langkah 4
3-i -5-i -1-i

~1+i ‘(~1+i)x(—1—i)
-3-3i+i-1

2
_—4-2i
S22
=-2-i

Dengan demikian,
3-i=(-2-) -1+ + O
Oleh karena itu, gcd(9 - 5i, -9+13i)=-1+1i

Teorema 10.1
Jika diketahui a(x) dan b(x) dalam F[x], maka a(x) dan b(x) mem-
punyai FPB dalam F[x] dan terdapat polinomial s(x) dan t(x) dalam F[x]

sehingga:
s()a(x) + t(x)b(x) =d(x)

Bukti:

Misalkan a=a(x) dan b(x), maka dibentuk himpunan J = {ua + vblu, v
dalam F[x]}. Akan dibuktikan bahwa J ideal dalam F[x]. Namun, karena
setiap ideal dalam bentuk J=(d(x)) untuk suatu d(x) dalam F[x], maka
d=sa+bt untuk suatu s dan t dalam F[x]. Dengan tidak membuang sifat
umum, dianggap bahwa d monik.

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan FPB dari a dan b. Karena a=1
-a+0-bdanb=0-a+1 -b, maka a dan b dalam J. Karena d membangun
J, maka d merupakan faktor dari s dan juga faktor dari b.

Misalkan g sebarang faktor persekutuan dari a dan b. Karena d=sa+tb

L0 95
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jan vambngi kedua suku pada ruas kanan, malki ¢ siembaog f
anl @ - . g ey . " i o '
= perarti d memenuhi syarat sebagai FPU dari o <an b,

Contoh 10.6:
polinomial p(x) =x* - 2 irreducible pada ficld () vang diperoleh dengan
mcnggalmngknn akar dari polinomial p(x) yaitu Q= /2 pada 0.
Akan dicari invers perkalian dari elemen 4 + 342
polinomial f(x)=3x+4 dan p(x) prima relative atas Q.
Akan dicari s(x) dan t(x), sehingga:

F(x)s(x) () (x) =1
) =10 3x-5 )+(-2)
ool 3
Karena p(+2)=0 , maka diperoleh:
FNE)| 342-2) -1
Sehingga:

(4+342) = 1(2)"

. ,
==J2-2
2‘/_

Contoh 10.7:

Akan ditentukan FPB dari a=x%+2x5+x2+ 2 dan b= 2x"+x*+ 2x + 1 atas
Z

¢

Penyelesaian:

a=b - (2x*+x+ 2) + (2x* + 2x + 2)

b=(233+2x2+2) (x+D+0+1)

(X' + 2x2 4 2) = (x?+ 2) - (2% +2) + (2x +1)
(¥ +2)=(2x+1) - (2x+2)+0

Sl_sa tidak nol yang terakhir yaitu (2x+1) digandakan dengan 2'=2 dan
diperoleh x4 9.
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Berarti FPB dari a dan b adalah x+ 2.

Definisi 10.3 .
S peD. Dimana a dan b dikatakay

Misalkan D daerah integral dan d,

i i ad= bu.
berasosiasi apabila terdapat unit €D, sehingg?

Contoh 10.8:

Elemen unit pada daer
Dengan demikian setiap xeZ ber

ah integral (integral domain) Z adalah 1 dan -1,

asosiasi dengan X dan -x.

Definisi 10.4
main), peD - {0} danp bukan

isalkan D daerah inte ral (integral do |
. p . duksi (irreducible) atas D jika

unsur satuan. p dinamakan elemen tidak tere b
setiap faktorisasi p=ab mengakibatkan a atau b unsur satuan. Jika p dapat

difaktorkan menjadi p=ab dengan a,b bukan unsur satuan, maka p dina-

makan elemen tereduksi.

Contoh 10.9:
Pada daerah integral Z, 5 merupakan elemen tidak tereduksi karena

faktorisasi dari 5 hanya 5=1-5=5-1=(-1)" (-5)=(-5) - (-1) dengan 1
dan -1 merupakan elemen satuan di Z. Akan tetapi 14 merupakan elemen

tereduksi karena 14 dapat dinyatakan sebagai 2 - 7.

Definisi 10.5

Misalkan D daerah integral. D dinamakan daerah faktorisasi tunggal

jika memenuhi syarat berikut
i) Setiap peD — {0}, p bukan unsur satuan dapat dinyatakan sebagai

hasil kali sejumlah elemen berhingga yang tidak tereduksi.
ii) Jikap,p,... p,danq, q,... ¢ merupakan dua jenis faktorisasi dari su-
atu elemen peD dengan p, g, elemen tidak tereduksi, maka r=s. Jika

diubah urutan, diperoleh p, berasosiasi dengan g,

Contoh 10.10:
Buktikan bahwa Z merupakan daerah faktorisasi tunggal, dimana 12€Z
berlaku 12=2 -2 - 3=(-2) - (2) - (-3). Jelas terbukti bahwa 2 berasosiasi

dengan -2 dan 3 berasosiasi dengan -3.
Untuk selanjutnya, kita akan membahas bahwa setiap daerah ideal utama
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upakan daerah faktorisasi tunggal.
peribe
mmema102
Misalkan D adalah daerah ideal utama. Jika N,CN,c..

eal ideal-ideal di D, maka terdapat bilangan l)ul
=N, untuk semua s=r.

- Merupakan

: al positif r sehinggy

N.=

Bukti:

Misalkan N, CN, C... merupakan ideal-ideal di D. Dapat ditulis ¢

alam
pentuk:
N = UNi
i

pitunjukkan N ideal di D.
(i) Ambil sembarang a, beN
Maka terdapat i dan j sehingga aeN, dan beNj
Karena N,CN,C... maka N,CN, atau N,CN,
Misalkan N,CN,
Maka, a, beNj
Karena N, ideal maka a - b, abeNj.
Jadi a - b, abeN.

(ii) Ambil sembarang aeN dan deD
Karena aeN, maka aeN, untuk suatu keZ*
Karena N, ideal maka ad, daeN,
Jadi, ad, daeN.

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa N ideal di D.

Karena D daerah ideal utama maka N=<c> untuk suatu ceD.
Akibatnya ceN_untuk suatu reZ*.

Untuk s>r diperoleh <) CN,CN,CN=<(c). ¢

Sehingga N =N..

Jadi, terbukti bahwa terdapat reZ* sehingga N =N_untuk semua s=T.

Teorema 10.3.

Misalkan D daerah integral dan a, beD, maka:
(i) <a>c<b) jika dan hanya jika bla
(i) <ap= <b) jika dan hanya jika a dan b berasosiasi.

SRR
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Bukti:

i latihan.
Diserahkan kepada pembaca sebaga! la

Teorema 10.4:

; {0
Misalkan D daerah ideal utama. Jika aélzer{ne
dapat dinyatakan sebagai hasil kasil elemen-€

Bukti:

atuan.
Ambil sembarang aD - {0}, a bukan unsur satua

}, a bukan unit maka g
n tak tereduksi.

Claim

a mempunyai faktor elemen tak tereduksi.

Bukti:

Jika a tidak tereduksi maka bukti claim selesai.

Misalkan a tereduksi.

Maka a=a, b, untuk suatu a,, b,« D dan keduanya bukan unsur satuan,
Berdasarkan teorema 10.3 diperoleh <ap € {ap.

Jika <a) = <a,> maka a dan a, berasosiasi sehingga a, unsur satuan,
Bertentangan dengan a, bukan unsur satuan.

Jadi <a) =<a,»

Jika a, tidak tereduksi maka bukti claim selesai. Misalkan a , tereduksi.

Maka a,=a, b, untuk suatu a,, b,eD dan keduanya bukan unsur sa-
tuan,

Berdasarkan Teorema di atas diperoleh {a>cC <ay, a,y= <ay.

Jika proses ini dilanjutkan, maka diperoleh rangkaian ideal-ideal di
D, yaitu:

<a>C<a, >C<aycC...
Berdasarkan Teorema 10.2 haruslah terdapatrez+ sehingga <a>=<a)
untuk semua s>r. !

Hal ini menunjukkan bahwa a, merupakan elemen tidak tereduksi.

Jadi, claim terbukti, yaitu a mempunyai faktor elemen tidak tereduk-
Si.

Teorema 10.5

- Misalkan D daerah integral dan peD, maka <p> merupakan ideal mak-
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| jika dan hanya jika p elemen tidak teieduks.
simﬂ JEB

pukti:

piserahkan kepada pembaca sebhagai latihan.

reorema 10.6

Misalkan D daerah ideal utama dan p, a, be D. Jika p tidak tereduksi
Jan plab, maka plab atau p|b.

Bukti:
Misalkan p elemen tidak tereduksi dan p|ab.
Karena p|ab, maka ab = dp untuk suatu deD.

Akibatnya abe<{p)
Karena <p> ideal maksimal, maka <{p)> prima.
Akibatnya ae<{p) atau be<{p).
Dengan demikian, a=pd, atau b=pd, untuk suatu d,, d,eD.
Jadi, p|a atau p|b.
Teorema 10.]

Misalkan D daerah ideal utama dan peD elemen tidak tereduksi. Jika
pla, a,... a dengan a,eD, maka p|a, untuk paling sedikit satu nilai i.

Definisi 10.6

Misalkan D daerah integral dan peD-{0}, p bukan unsur satuan, p
dinamakan elemen prima jika p | ab maka p | a atau p | b.

Contoh 10.11:

3 merupakan elemen prima dalam daerah integral Z karena jika a,
beZ dan 3|ab maka 3|a atau 3|b.

Teorema 10.8:

Setiap daerah ideal utama merupakan daerah faktorisasi tunggal.
Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa faktorisasi dalam daerah ideal utama tung-

gal.
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p, - D, dan a=q,q,... q

Misalkan a dapat difaktorkan menjadi a=p,

dengan p, q, elemen tidak tereduksi.

Maka p, |(q, 4,--- 4, )
Akibatnya p, |Q untuk suatu jeZ". W
Apabila perlu dengan mengubah urutan, maka dapat diasumsikan
=p, U, untuk suatu u,€D.

¢ cehinge: . Akibatnya q
j=1, sehingga p, 4, yad, an demikian p, dan q,

Karena p, tidak teredukasi, maka u, unit. Deng
berasosiasi. hul K lasi d
: _ ukum kanselasi dj
Diperoleh p, p, ... p, = P, U; 4y ¢ Berdasarkan a asi di

D diperoleh p,p,...p,= U, q,--- 4 .
Apabila proses tersebut dilanjutkan, maka diperoleh 1=u, u,... u q

s

Karena g, tidak tereduksi, maka
maka p, berasosiasi dengan q. Deng
ideal utama merupakan daerah faktorisasi tunggal.

r=s, dan karena u, unsur satuan di D,
an demikian, terbukti bahwa daerah

Lemma 10.1 (Gauss)
Jika f(x) dan g(x) polinomial primitif dalam Z[x] maka hasil kalinya

flx)g(x) juga polinomial primitif.

Teorema 10.9.
Himpunan polinomial Z[x] merupakan daerah faktorisasi tunggal.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa sembarang polinomial tidak konstan f(x) da-
lam Z[x] dapat difaktorkan secara tunggal sebagai hasil kali polinomial
tidak tereduksi dan hasil pemfaktoran tunggal.

Kasus 1: Primitif
Dalam Q[x], f(x) mempunyai faktor tunggal
f)=q, (%) q, () ... q, ()

Polinomial-polinomial q, (x) dapat ditulis sebagai ¢, Q, (x) dengan Q,
(x) primitif dan diperoleh: :
) =c, ¢ii. Q) Q, (%) . Q ()
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garena Q; (x) ?el<nt lm dLnng Q, (Y maka Q (x) juga tidak teredukei
nean mengingat lemma Gaus, maka Q@ (x) Q. () ... O (3 wrimitif
Dengal ‘ b '}". . a Gaus, maka Q, (x) Q, (.. 0, L) primitif,
Karena f(x) primitif dan sama dengan 1 - f(x} yaira hasil kali dari ¢
Jdatah 1 sehingga:
fx)=Q, () Q, (x) ... Q, (x)

Faktorisasi ini merupakan suatu faktorisasi ke dalam polinomial-poli-
pomial tidak tereduksi dalam Z[x].

Misalkan dimiliki suatu faktorisasi tidak tereduksi fix)=s, (x) s, (x) ..
5, (%) dalam Z[x] maka s, (x) haruslah primitif dengan membandmgkan
fal\(onsam dalam Q[x] dlpcroleh m=k dan s, dalam Q[x] sekawan dengan
Q Akan tetapi primitif-primitif ini harus memenuhl Q (x)=s, (x) dengan
Lemma Gauss. Akibatnya, s, dan Q bersekawan dalam Z [x] dan juga dalam
QIx]. Hal tersebut berarti faktorlsa51 dalam Z[x] adalah tunggal.

Kasus 2: Tidak Primitif
Karena f(x) tidak primitif maka f(x) =c;- F(x) dengan F(x) primitif dan
¢, bilangan bulat positif yang tunggal, sehingga:
fx) =c F(x)
=p,p,.--p, Q () Q, () ... Q (x)

Hal ini terjadi karena Z merupakan daerah faktorisasi tunggal dan
bersama dengan kasus 1 disimpulkan bahwa terdapat faktorisasi tunggal

untuk f(x).

Contoh 10.12:
Polinomial p(x) =x* + 4x®— 3x - 2 dapat difaktorkan menjadi:
p()=x*+4x*-3x-2= (c+1)% (x—1)(x+2)

pemfaktoran ini dikatakan karena tidak memiliki bentuk pemfaktoran
yang lain.

Teorema 10.10

Diketahui g( ) Z, o @' polmomlal dengan koefisien bilangan bu-
lat. Jika elemen prima p membagi semua koefisien polinomial g(x) kecuali
a_dan p? tidak membagi a,, maka g(x) tidak tereduksi atas Q.
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Contoh 10.13:

Polinomial x
tereduksi atas R[x] menjadi:

o +1= (32 - V2xr1)(x? + V2x 1)

141 dapat difaktorisasi menjadi atas polinomial tida)

Akan tetapi tidak dapat difaktorkan menjadi polinomial atas Q[x] se.
hingga merupakan polinomial tidak tereduksi dalam Q[x]. Selanjutnya,
polinomial x*+1 dapat difaktorisasi menjadi polinomial tidak tereduksj
atas C[x] menjadi:

BROt R RO

l 2 2 2
L

Sehingga x*+ 1 merupakan polinomial tidak tereduksi dalam Q[x].

10.2 DAERAH EUCLID
Definisi 10.1

Suatu daerah integral D dinamakan daerah Euclid jika terdapat pe-
metaan:
¢: D - {0} — Z*U{0} sehingga memenuhi
(i) Untuk setiap a, beD - {0}, @(a) <@(ab)
(ii) Untuk setiap a, beD, a=0 terdapat q, reD, a=0 sehingga a=b q+r
dengan r=0 atau @(r) <@(b).

Contoh 10.14:

Z dengan pemetaan ¢(a) = |a| merupakan daerah Euclid. Jika F field, maka
F[x] merupakan daerah Euclid dengan pemetaan @(f(x)) = a(f(x)).

Teorema 10.11

Misalkan D daerah Euclid dan a € D - {0}. Maka:
D p)=¢(a)
(i) @(1)=q(a) jika dan hanya jika a unsur satuan.

Bukti:
(i) Karena a=a -1 maka e =1 - a)=q¢(a)
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i Misalkan p(1)=(a)
i

Karena 1, aeD, maka terdapat q, reD sehingga 1 -
atatl () <P(a). |
‘ Karena ¢(a)=1, maka r=0 atau @{rN<1. Akan tetani karena
(p(l)ﬁq)(,\') untuk setiap xeD ~ {0}, maka tidak munghin terjadi r= 0 de-
ngan pM <1 Dengan demikian r=0. Jadi, 1 =aq, sehingga dapar disim-
alkan bahwa a unsur satuan.

Misalkan a unit, maka terdapat beD sehingga ab=1. Akibatnya,
ola)=@(ab)=(1).
Akan tetapi berdasarkan (i), di mana (1) < p(a).
pengan demikian diperoleh ¢(a)=@(1).

ag +rdenganr=0

Teorema 10.12

Setiap daerah Euclid merupakan daerah ideal utama.

Bukti:

Misalkan D daerah Euclid dengan pemetaan ¢ dan N ideal di D. Jika
N={0}, maka N= <0, sehingga N merupakan ideal utama.
Misalkan N = {0}.

Dibentuk S={¢(a)|acN-{0} }. Karena S C Z* maka terdapat elemen mini-
mal di S. Misalkan ¢(b) elemen minimal di S.

Akan ditunjukkan N =<b.

Ambil sembarang xeN. Maka terdapat g, reD sehingga x=bq+r dengan
r=0 atau @(r) <@(b). Dari x=bq+r diperoleh r=x-bq.

Karena x, aeN dan N ideal, maka r=x —bgeN.

Karena ¢(b) elemen minimal di S, maka tidak mungkin ¢(r) < ¢(b).

Jadi, r=0. Akibatnya, x =bg, sehingga xe<b)>. Dengan demikian, N C <b>.
Akan tetapi, karena aeN, maka <b) CN.

Jadi, N=<b), sehingga N merupakan ideal utama.

Karena setiap ideal di D merupakan ideal utama, maka D merupakan
daeraah ideal utama.

Contoh 10.15:;

Z dengan pemetaan p(a) = |a| merupakan daerah Euclid. Berdasarkan

teorema sebelumnya, Z merupakan daerah ideal utama. Setiap ideal di Z
berbentuk nZz.
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Teorema 10.13 (Algoritma Euclid)

Misalkan D daerah Euclid dengan fungsi ¢ dan a, bel ~ {0}. Berda.
sarkan syarat ke (ii) pada teorema sebelumnya yang berbunyi (1= p(a)
jika dan hanya jika a unsur satuan, dari daerah Fuctid diperoleh:

a=Dbq, +r, denganr=0 atau (p(r) < (b). Jika r, =0, maka b=r, q,+r,

dengan r,=0 atau @(r,) <¢(r,).

Secaraumum,r, , =r,q,, ,+r, denganr, =0atau(r, )< p(r)). Maka:
(i) Terdapat s sehingga r =0
(ii) Jika r, =0, maka (a, b)=b
(iii) Misalkan r, 0. Jika r_bilangan pertama bernilai 0 darir,, 1, --- maka
(a,b)=r_,
(iv) Jika (a, b)=d maka terdapat m, neZ sehingga d=ma-+ nb.

Bukti:
- (i) Karena @(r) <¢(r, ,) dan @(r)) bilangan bulat tak negatif, maka sete-

lah beberapa langkah diperoleh r,=0 untuk suatu seZ”.
(ii) Jika r,=0 maka a =bq, sehingga (a, b)=b.

Bukti (iii) dan (iv) diserahkan kepada pembaca sebagai latihan.

Teorema 10.14

Algoritma Euclid berlaku dalam F[x] yaitu untuk sembarang polino-
mial a(x), b(x) dengan b(x) mempunyai koefisien b_= 0, barisan perulang-
an dari algoritma pembagian dapat dinyatakan sebagai berikut:

a(x) =bx)q, (x)+r, (X),
b(x) =r, (x) g, (x)+r, (x),
r, ()=r, () q; () +r, (),

---------------

Dengan (a,b)=b_, atau (a,b) sama dengan sisa pembagian yang ter-
akhir yang tidak nol dibagi dengan koefisien pemimpin untuk membuat
polinomial monik.

Contoh 10.16

Diketahui: a(x)=x"+x" dan b(x) =x®+ x*+x polinomial atas Z,.
Dengan algoritma Euclid diperoleh:
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AR = (4 x? + x) + x?
xq+x2+x ::X‘2 (X+ 1)+X
x2=x-x+0

atnya sisa pembagian terakhir yang tidak nol merupakan Fpp

yaitu:
Untuk menemukan s(x) dan t(x) dalam 7 | x} <eh ingga dix) =5(x)

Akib

d(x)ﬁx‘ i .
a0+ t(x)b(x) digunakan langkah-langkah berikut ini:

Misalkan a= a(x) dan a=b(x)
xzsa»(x‘ +x*+x)b

ckuivalen dengan

[1 - +x"+x)]

kemudian

x=b - (x+1)x

ckuivalen dengan

m]]—u+nn-mﬂ+ﬁ+@]

dan berarti ekuivalen dengan

[-(x+1) 140+ DO+ %+ x)]

dan akhirnya ekuivalen dengan

[-(x+1) xX*+xX°+x*+x+1]

Karena — (x+ 1) sama dengan (x+ 1) mod 2, maka diperoleh:
x=(x+1Da+ 0 +x°+x*+x+1)b

Teorema 10.15

Jika F adalah field, maka ring polinomial F[x] adalah daerah Euclid
(Euclidean domain).

Bukti:

F[x] adalah integral domain. Didefinisikan: v: F{x]—Z*

dengan
V(f(x)) =degf(x)

Untuk semua f(x)eF[x]\{0}. Karena degf(x)=0, v(f{x))eZ* untuk
semua f(x)eF[x]\{0}. Misalkan f(x), g(x)eF[x], g(x)=0, terdapat q(x),
rx)eF[x] sehingga:

) = q(x)g(x) + r(x), di mana antara r(x) =0 atau deg r (x) < deg g(x)-
Karenanya,
fX)=q(x)g(x) +r(x), di mana antara r(x)=0 atau v(r(x)) < v(g(x))-

o
GEATE
&
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Misalkan
fix)=a,t+a, x+..+4q, x", a =0 q

dan g
g(x)=b, +b, x+..+ b, x", b =0

maka

ntm

fgx)=a,b,+(a,b,+a, b)x+..+a,b, x

; : . it n bahwa :
Karena F adalah field dan a =0, b =0, kita menemuka aa

b_=0. Hal ini berimplikasi bahwa deg (f)g0) =n-+m.
Sehigga v(f(x))=deg(fx)) =n =1 + m = deg(fx)gx)) = v(r(x.))v(g(x)),
Oleh karena itu, F[x] adalah daerah Euclid (Euclidean domain).

Contoh 10.17:
Setiap field dapat menjadi sebuah daerah Euclid dengan v(a) =1 untuk

semua a= 0. Dengan kata lain (a= (ab*) b+0).

Definisi 10.8
Himpunan bagian Z[i] = {a+bi|a, beZ} dari bilangan kompleks dise-
but himpunan bilangan bulat Gaussian (Gaussian Integers).

Teorema 10.16:

Himpunan Z[i] dari bilangan bulat Gaussian adalah subring dari C.
Unsur satuan (unit) dari Z[i] adalah *1 dan +1.

Bukti:

Hal tersebut mudah untuk membuktikan bahwa Z[i] adalah subring
dari C. Karena C adalah sebuah field, Z[i] pasti merupakan daerah integral.

Misalkan a + bi adalah unsur satuan dari Z[i], maka terdapat ¢ + die Z[i]
sehingga: (a+bi)(c +di)=1. Hal ini berimplikasi bahwa:

1=1=(a+bi)(c+di)=(a+Dbi)(c +di) = (a-bi)(c-di)

di mana bar dinotasikan dengan konjugasi kompleks (complex conjugate).
Sehingga: 1=(a?+b?)(c?*+d*) dan karena 1=(a*+b%). Karenanya, a=0,
b=+1, atau a= =1, b=0, terbukti bahwa hanya unsur satuan dari Z[i]
adalah =1, *i.

Teorema 10.17

Ring Z[i] dari Gaussian integers menjadi sebuah daerah Euclid ketika
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kita memisalkan fungsi:
N: ZLIN{O} =27

pidefinisikan dengan N(a+ bi) = (a+bi)(a-bi) = o’ + b untuk semua g
peZ, disajikan sebagai fungsi v.

Bukti:

Secara jelas bahwa N(a+ bi) adalah bilangan bulat positif untuk seti-

ap clemen yang bukan nol a+bieZ[i]. Misalkan a-+bi, c+di €Z[i]\{0}.
Selanjutnya,

N((a+bi)(c+di)) = N(ac - bd+ (bc + ad)i)
= (ac - bd)?+ (bc + ad)?
= (a®+b?)(c?+d?)
= N((a+bi)(c+di))

Dari sini, dapat menunjukkan bahwa N(a+bi) < N((a + bi)(c+ di)).
Hal itu, tetap memperlihatkan bahwa untuk a+ bi dan ¢ + di= 0 dalam
Z[i], terdapat q + q, L, r,+r, ieZ[i] sehingga:
a+bi= (q,+q, D(c+di)+ (r,+r, 1)

di mana r +r, i=0 atau N(r,+r, i) <N(c+di). Kita bekerja ke belakang

untuk memperlihatkan pemilihan q,tq, i. Jika terdapat sebuah elemen
g,*¢, i, maka dalam C

r,tr! =(a+bi) - (c+ di)(g,+ q, 1)
=(c+di)[(a+bi) (c+di)! (q,+ q,9]

Misalkan (a+bi) (c+di)'=u+vi, di mana u dan v adalah bilangan
rasional. Maka,

rotr=(c+d)[(u+vi) - (g,+q, )]
=(c+d)[(u-q,)+-q,)i

=[c(u-q,)-dv-g))+[cv-q)-d(u-q)
Selanjutnya,

N +r)=[clu-q) -dv - q)1*+[c(v - q)) - d(u - q)1?
= +d)(u-q)+ - q,)°]

Oleh karena itu, N(r,+r ") <N(c +di) jika (u - q,)*+(v - q,)*<1. Kita
sekarang menentukan sebuah elemen ¢, +q, ieZ[i] sehingga ketidaksa-
maan yang terakhir berlaku Ambil bilangan bulat q, dan q, sehingga

(u-go) <5 dan (v-q,) s:{ Maka (u - g,)+(v - g2 <1.
Misalkan:
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ry+r'=(a+bi) - (c+di)q,+q,)

maka Q*‘bi:(‘?“*di)(q”'F(l,‘)+(r,,+r,‘), di mana r,+r, =0 atay
N(r,+ r,') <N(c+di).

Definisi 10.9:

Misalkan R sebuah ring komutatif dengan elemen 1. Jika setiap ideal
dari R adalah ideal principal, maka R disebut sebuah ring ideal principal
(principal ideal ring). Sebuah integral domain yang juga ring ideal principal
disebut sebuah daerah ideal principal (principal ideal domain).

Teorema 10.18:
Setiap daerah Euclid adalah Principal Ideal Domain (PID)

Bukti:

Misalkan E adalah daerah Euclid dengan nilai Euclid v. Kita ingin
menunjukkan setiap ideal di E adalah ideal principal. Misalkan I adalah
ideal di E. Karena E adalah ring komutatif dengan elemen 1, cukup me-
nunjukkan I=Ea untuk a<E. Jika I adalah ideal nol, maka I=EO. Seka-
rang, perhatikan I={0}. Maka I mengandung elemen tidak nol. Misalkan
P={v(x)|0=xel}. Ini adalah himpunan tidak kosong dari bilangan bulat
tidak negatif. Dengan menggunakan prinsip yang baik, kita menemukan
bahwa P mengandung sebuah elemen terkecil. Oleh karena itu, terdapat
sebuah elemen ael, a=0 sehingga v(a)=0 dan v(a)<v(b) untuk semua
bel, b=0. Kita sekarang menunjukkan bahwa I=Ea. Karena I adalah se-
buah ideal dan ael, itu menunjukkan bahwa Ea C1. Misalkan bel, karena
E adalah daerah Euclid, terdapat q, reE sehingga b=aq+r, dimana r=0
atau v(r) <v(a). Selanjutnya, r=>b - qael. Jika r=0, maka v(r)eP. Hal ini
kontradiksi minimalitas dari v(a) karena v(r) <v(a). Oleh karena itu, r=0
dan juga b=qacEa. Hal ini membuktikan bahwa IC Ea. Karena I=Ea.

Teorema 10.19
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